N
AN
7

k frmy
=)
\‘t:‘_ifr

WL < i
iy

e o —o

International Labour Office

ISEA-RI25-1VES

International Social Security Association

Matematica Atuarial de
Sistemas de Previdéncia Social

Tradugao: Paulo Estevao Tavares Cavalcante

Subramaniam Iyer

Colegao Previdéncia Social

Volume 16

MINISTERIO DA PREVIDENCIA EASSISTENC!A SOCIAL
SECRETARIA DE PREVIDENCIA SOCIAL



A edicio original desta obra foi publicada pela Reparticao Internacional do Trabalho, Genebra, sob o
titulo Actuarial Mathematics of Social Security Pensions.

Traduzido e reproduzido com autorizagao.

Copytight © 1999 Otganizacio Internacional do Trabalho.

Traduc¢ao Portuguesa Copyright © 2002 Ministério da Previdéncia e Assisténcia Social

Presidente da Republica: Fernando Henrique Cardoso

Ministro da Previdéncia e Assisténcia Social: José Cechin

Secretario Executivo: Johaness Eck

Secretario de Previdéncia Social: Vinicius Carvalho Pinheiro

Diretor do Depto. do Regime Geral de Previdéncia Social: Geraldo Almir Arruda

Diretor do Depto. dos Reg. de Prev. no Servico Publico: Delibio Gomes Pereira da Silva
Traducio: Coordenacio-Geral de Atuiria, Contabilidade e Estudos Técnicos
Coordenador-Geral de Atuaria, Contabilidade e Estudos Técnicos: Marcelo Abi-Ramia Caetano

Edicao e Distribui¢ao:

Ministério da Previdéncia e Assisténcia Social

Secretaria de Previdéncia Social

Esplanada dos Ministétios, Bloco F

70.059-900 — Brasilia — DF

Tel.: (61) 317-5014 Fax: (61) 317-5195

Tiragem: 6.000 exemplares

Impresso no Brasil/Printed in Brazil

Exemplus Comunicagio & Marketing Ltda.

B permitida a reproducio total ou patcial desta obra, desde que citada a fonte

Iyer, Subramaniam.

Matematica Atuarial de Sistemas de Previdéncia Social /
Subramaniam Iyer, traducio do Ministério da Previdéncia e
Assisténcia Social. - Brasilia: MPAS, 2002.

182p. - (Colegio Previdéncia Social, Série Tradugbes; v. 16)

ISBN - 85.88219-15-8

1. Avaliagdo atuarial 2. Seguridade Social 3. Financiamento
da seguridade social 4. Métodos estatisticos 1. Titulo II. Série

As designacdes empregadas nas publicacoes da OIT, as quais estao em conformidade com a pratica
seguida pelas Nag¢oes Unidas, bem como a forma em que aparecem nas obras, nao implicam juizo de valor
por parte da OIT no que se refere a condicio juridica de nenhum pais, area ou territério citados ou de suas
autoridades, ou, ainda, concernente a delimitaciao de suas fronteiras.

A responsabilidade pelas opinides contidas nos estudos, artigos e outras contribui¢oes cabe
exclusivamente ao(s) autor(es) e a publicacio dos trabalhos pela OIT nio constitui endosso as opiniGes nela
expressadas.

Da mesma forma, referéncias a nomes de empresas, produtos cometciais e processos nao representam
aprovagio pela OIT, bem como a omissao de nome de determinada empresa, produto comercial ou processo

nao deve ser interpretada como um sinal de sua desaprovacio por parte da OIT.



SUMARIO

APIESENTAGAD ... 9
PreAmbBulo .......c.cooiiiiiiiiiiicecte et 11
PLEFACIO ...ttt 13
INELOAUGAO ...ttt 17
PARTE I — TEORIA ......ccoooiiiiiteieteie ettt 23
1. Financiamento da Previdéncia SOCial .......cceueueueueueiiieieieieeiceeeeeeeceecieeeeaenee 23
1.1. TOEOAUGAO ettt bbb 23

1.2. Os Parametros Demograficos e Economicos Basicos .......ccvveuvieeniecnnaee. 24

1.3. As Fungoes Populacio Ativa e Populacio Aposentada.........coceeveeeercecnnneee. 25

1.4. As Fungoes Despesa e Salario Segurado ..., 27

1.5. A Base Teérica dos Métodos de FInanciamento ........ccceveeecuerreneeceerenneiecnes 30

1.6. O Método de Financiamento de Reparticdo Simples

(PAY-AS-YOU-GO) ..cevrrttrireiririiereiririeiereineteeietseneeiesessesesesesessesesesesssnecsesens 32

1.7. O Método do Prémio Médio Geral e Seus Detivativos ......coceeeveecueerenceenee 33
1.8. O Método da Capitalizacao Terminal .......ccccccuvieiiiiiiiniiiniiiniicieices 35
1.9. Métodos Baseados em Periodos Sucessivos de Controle .....ccoveeeuervenieaenne 37
1.10. Método do Prémio Escalonado ........ccenncccinnicicnniceenicceneeees 39
1.11. Analise e Compara¢io dos Métodos de Financiamento........cceecueeveueennees 42
1.12. Hustracao dos Métodos de FINanciamento ......covvevevevererererirererenisesesisesenene 42
1.13. O Conceito de Capitalizacio Total em Relacdo ao Método GAP ........... 44

2. Financiamento da Previdéncia Ocupacional ..........cccccveeiueeicenicenicnnicnnicnnicnneenns 47
2.1, TOEEOUGAO vttt 47

2.2. Métodos de Custo INAdividual ........cocuevveeuiiiiiiieiieeeieeeeeeeeeeeeeeeeee e 49



2.3. Métodos de Custos de Beneficios Acumulados .......cccoeveveveiiiiicicieennne
2.4. Métodos de Custo da Idade de Entrada.....ccccveeeeveviiciiniieiieicieeceeenne,
2.5. O Passivo Atuarial Inicial e seu Pagamento ........cccoccuvecivicinicinicinicinicnncans

2.6. Comparagiao entre Métodos de Custos Individuais e Métodos de
Financiamento de Sistemas de Previdéncia Social .........coocevceinieinicinicnnenes

2.7. Avaliacao dos Métodos de Custos Atuariais Individuais ......ccccceeeererennnnee.
2.8. Métodos de Custos AGIegados ...
2.9, CONCIUSAO ettt ettt ettt

3. Tépicos Avancados em Financiamento de Sistemas
de Previdencia SOCIAL ........cvviuviiiriiieiieiceee et

3.1, INEEOAUGAO vttt
3.2. As Técnicas de Projecio e de Valor Presente ..........ccocuviciviciiiciiicinicnninns
3.3. Extensao da Teoria para Aposentadorias por Invalidez e Pensdes. ............
3.4. Entrada Multipla e Idade de Aposentadoria .........ccceevcueeveeeeneecirecenicineenneane
3.5. Expressoes para Fungoes de Novos ENtrantes ..o cneenceneeinieneennenes
3.6. Prémios em Situacdo de Maturidade FINanceira ......coevveeeeeeveveeevevcrerevenennen.
3.7. Analise do Prémio MEdio Geral .....cveviiceiviniicieiriniccereecereeceeieneenne
3.8. Reservas em Situacio de Maturidade Financeira ......oeceeeeeeveveveieieereieienennnnn.
3.9. Os Efeitos dos Decrementos de Mortalidade e Invalidez .....cccevevceceeunencee
3.10. O Efeito do Fator Densidade ......ccovvvvvereieieicicieeeceeecccececcceeeee

3.11. A Implicacao do Nivel de Capitalizacao para a Indexa¢ao
de APOSENLAAOTIAS ..ot

3.12. Generalizacao da TEOTIA cueueueueueeeueieieieieieieieieee et
3.13. NOtAS FINAIS vttt

4. Planos de Contribuicdo Definida. ..o



4.1, INTEOAUGAO vttt 83

4.2, Estrutura Atuarial ... 83
4.3. Analide do Saldo Acumulado ........ccccccuviiiniiiniiiiiiiiiiiciicccceae 85
4.4. Analise da Anuidade de Aposentadoria .........ccvecurecureciriciniciriciricieicienes 86
4.5. O Efeito do Fator Densidade ......cocccveureirecinecireeiniciececeeeieeeeeeieenes 87
4.6. A Importancia do CompoNente JULOS .......cvvevviecviieciiieiiiciiiciiicisieieieninns 88
4.7. A Aliquota de Contribui¢do para uma Taxa de Reposicido Especifica...... 89
4.8. Transformacao de Contribuicio Definida em Beneficio Definido
OU VICE-VEISA ..ot 90
PARTE II = TECNICAS .....ccooooiiooovooieenennesseoesese oo ssssssssssss s s 93
5. A Técnica de Projecdo para Avaliagdes AtUariais .......ccoevveevvcciviciniciiiciiieniinns 93
5.1, INTOAUGCAO evviiiiiiiitieieiictt ettt 93
5.2. Avaliacdes Atuariais de Sistemas de Previdéncia Social .......ccovevevvvieieennes 93
5.3. Metodologias Alternativas de PLrojecao .....coeuieuniecuniciniceniemnienneeenneennenenn. 94
5.4. Projecoes Demograficas: Descricao Geral ..., 96
5.5. Dados para Projecoes Demograficas .........ccccciciniciciniiceniiccicieeenn. 97
5.6. A Base Atuarial para Projecdes Demograficas ........cooceeeecueencicccicccueecnnn. 98
5.7. Expressoes para Probabilidades de Transico ......ccoeeeeeeeeueenereerceeeeeeeenene 99
5.8. A Formula da Projecio Demografica ..., 102
5.9. Proje¢oes Financeiras: Descricdo Geral ..o, 105
5.10. Dados para Proje¢oes FINANCEIras .......ccoovueeiueenieeeniceniecenicnicneecieeeeenne 106
5.11. Bases Atuariais para as Projecoes FiNaceiras .......cccovvreucivincciciciniicncnnes 107
5.12. As Formulas da Projecao FINanceira .......coviviiviiiviniciiciicccnn, 107

5.13. Um Método Alternativo de Projecao sob Pressupostos Simplificados . 112

5.14. Manipula¢io de Projecoes Financeiras para Propositos de Avaliagao ... 114



6. A Técnica do Valof PLeSENte. . ettt enens 119
0.1, INTEOAUGAO. ctu ettt 119
6.2. Fungbes Comutacionais ESPECiais ..., 120

6.3. Expressoes para Valores Presentes Provaveis de Salarios Segurados
€ BeneflCios ... 123

6.4. Maior Desenvolvimento das Expressoes para uma Férmula Simples

de Calculo de ApOSENtadOLia ....uuveeeeeeriecirieieicietieeeee e senaees 124
6.5. Calculo dos Prémios MEIOS ...eueueueueueueueueueieieieieieieieieieieieieeieieieieeieeieenenenene 126
APENDICE 1 .....ooooriiirmisierssccneesssmeessssessssssessssees s sssses et 129
Matematica Atuarial BASICA ..c.ccuevviiecueiriniicieniiccirnceeeeeeecete e 129
APENDICE 2 .....ooooooooviiiiotitiieeeesscsessssssesesscsssssssessssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssessessson 139
TIUSTIACOES INUIMELICAS 1.ttt e 139
TADELAS ...t 143
1. OS DAOS ottt 143
20 A BASE bbb 143
3. PLOJEGOES couvueiiicictct ittt 143
4a. Variante 1: Sistemas GAP, TES € AFS ... 144
4b. Variante 1: Sistemas SCPT € SCP2 .....ccvviereirreeieinnieeieniecieeseneeienesseseeesenes 144
5a. Variante 2: Sistemas GAP/TES € ALS ..ottt 144
5b. Variante 2: Sistemas ACCT € ACC2 ..ot 145
5c. Variante 2: Sistemas ENT € AGG ... 145

6. Fungoes Aliquota de Contribuicio e Reservas Relacionadas a Idade
(Coorte Entrando em T = 0) .coovveeeiriieienineceeneeeieneneeieteeseesesenssesesesenneenes 145
7. Sensibilidade dos Prémios as Mudangas nos Parametros ......eeeeeeeeeeeeeeeeernnnnnes 146
FIGUIAS ..ot 147

1. Diagtama de LEXIS ...c.ouiueiiiiiiiieiieiiceirieiee ettt 147



2. Despesas com Beneficios como um Percentual da Folha

de SalArios SEGUIAAA .....c.cuiveviuciciciicccc e 147
3. Variante 1: Sistemas PAYG, GAP, TES e AFS — Aliquota de Contribuicio ..... 148
4. Variante 2: Sistemas PAYG, GAP, TFS e AFS — Aliquota de Contribui¢ao ..... 148

5. Variante 1: Sistemas GAP, TES e AFS — Reservas como um Multiplo
da FOIha de SAlATIOS .cviuiieveveeieiieieiciieieeeste ettt es e 149

6. Variante 2: Sistemas GAP, TES e AFS — Reservas como um Multiplo
da Folha de Salatios ... 149

7. Variante 1: O Método do Prémio Escalonado (Comparado com o PAYG e
GAP) — Aliquotas de ContribUIGAO ......ccvvviieciieciiciiicc s 150

8. Variante 1: O Sistema de Prémio Escalonado (Comparado com o GAP) —
Reservas como um Multiplo da Folha de Salatios .........cccccvcvicinicinicenicincnnn. 150

9. Métodos de Custo Individual: Fun¢ao Aliquota de Contribuicao
Relacionada a Idade ...c.ceeeeeeeueieieieieieieieeeeee e 151

10. Métodos de Custo Individual: Funcao Aliquota de Contribuicio
Relacionada a Idade (Expressa como um Percentual da Reserva Final).......... 151

11. Variante 2: Métodos de Custo Individual (Comparados com GAP) —

Aliquotas de CONIIDUIGAO ....cvuvuiviiiiiciciic s 152
12. Variante 2: Métodos de Custo Individual (Comparados com GAP) —
Reservas como um Multiplo da Folha de Salarios ........c.ccvcvcivicivicinicnnnnne 152
13. Variante 2: Método de Custos Agregados (Comparado com AFS, ENT
e GAP) — Aliquotas de CONtrbUICAO ...cuvuieiieciieciricirecirecireeeee e 153
14. Variante 2: Método de Custos Agregados (Comparado com AFS, ENT
e GAP) — Reservas como um Multiplo da Folha de Salarios .........cccoceuveenneeee 153
APENDICE 3 .....oooiorseesienssoessssesssessssses s 155
Glossario dos Principais Métodos de Financiamento e Capitalizagao ................. 155
APENDICE 4 ...ooocoooooorimseessessessses oo 157

TiSta e STMDOIOS ittt ettt ettt ettt sttt ean s 157



APEINDICE 5 oo s s e s es e s s s s s e e s s sseessaes e ssesseessesseneees 165

A Variante SCP1 do Método do Prémio Escalonado ... 165
APENDICE 6 .......ooovoceeescceeessseeessseeesssseesssseessssees et 171
Aplicacio da Distribuicao Lognormal ........ccccceieiirieencieeneeeeceececeeeeene 171
Biblio@rafia ..o s 173

TNAECE REIMUESSIVO c..veoveeeeeeeeee oo e s s e s s s e s es s s ee s es e s s ses s 177



APRESENTACAO

No Brasil, até pouco tempo, os sistemas de previdéncia — seja o Regime Geral de
Previdéncia Social ou os regimes dos servidores publicos federais, estaduais e
municipais — ndo traziam em sua logica de funcionamento elementos atuariais consistentes
ou, na melhor das hipéteses, ndo eram analisados sob uma 6tica atuarial. Com a Lei de
Responsabilidade Fiscal, instituida em 4 de maio de 2000, o Governo Federal passou a,
obrigatoriamente, enviar ao Congresso Nacional avaliagdes atuariais para os distintos
regimes de Previdéncia. Pouco tempo antes, em 1999, critérios atuariais foram
introduzidos no calculo do valor dos beneficios do Regime Geral — por meio do chamado
fator previdencidrio, instituido pela Lei n.° 9.876/99.

O continuo interesse e preocupacao em relacionar aspectos atuariais a logica de
funcionamento dos sistemas de previdéncia é devido, em grande parte, a0 maior acesso
a estudos e divulgacdo de debates sobre o tema. Neste sentido, este volume da Colegao
Previdéncia Social — traducdo do livro Actuarial Mathematics of Social Security Pensions — que
trata de aplicagdes de principios e técnicas atuariais a sistemas puablicos de previdéncia,
vem contribuir para ampliar a literatura disponivel sobre o tema.

Em sua primeira parte, o livro traz toda a teoria que ajuda a esclarecer o impacto
do financiamento de diferentes tipos de regimes. Na segunda parte, discute as técnicas
de projecao para avaliagoes atuariais ¢ o0 método do valor presente.

Trata-se de um trabalho inédito, até mesmo em seu idioma original, que vem,
segundo a Associa¢do Internacional de Seguridade Social e a Organizacao Internacional
do Trabalho, “preencher uma lacuna na literatura atuarial”. Devera servir de referéncia
nao apenas para aqueles que atuam em instituigdes previdenciarias, mas para atuarios de
um modo geral.

A tradugdo e a publicacio deste livro é mais uma iniciativa do Ministério da
Previdéncia e Assisténcia Social em oferecer material tedrico para aprofundamento em
estudos de interesse de todo o sistema previdenciario do Brasil.

Brasilia, maio de 2002

JOSE CECHIN
Ministro de Estado da Previdéncia e Assisténcia Social






PREAMBULO

Este livro preenche uma lacuna existente na literatura atuarial. Trata de aplica¢oes
de principios e técnicas atuariais a sistemas de previdéncia social publicos.

Geralmente esses sistemas possuem escopo nacional, sao obrigatérios e financiados
com contribui¢Ges relacionadas aos rendimentos dos participantes. Sistemas publicos
de beneficios definidos sao geralmente financiados pelo método de reparticio simples.
Outros, especialmente sistemas de paises em desenvolvimento, adotam varios niveis de
capitalizacdo antecipada para financiar os beneficios.

Métodos apropriados para o financiamento de sistemas publicos de beneficios
definidos sdo largamente debatidos. Este volume conttibui para a discussio por ressaltar
aspectos em que o financiamento dos sistemas de previdéncia social diferem dos métodos
de capitalizagdao dos sistemas de previdéncia ocupacionais.

Este livro constitui uma referéncia para atuarios de sistemas de previdéncia social.
O objetivo deste trabalho é servir como livro-texto para pessoas engajadas em tarefas
atuariais de institui¢des de previdéncia social, no entanto, ele pode ser de interesse para
outros atuarios.

Subramaniam lyer foi encarregado de escrever este volume pela Associa¢iao
Internacional de Seguridade Social. Membro honorario do Instituto de Atuaria e da
Associagdo Suica de atudrios, ele possui uma carreira brilhante no Departamento de
Seguridade Social da Organizacio Internacional do Trabalho, onde se aposentou como
Chefe da Area Financeira, Atuarial e Estatistica. Durante sua carreira, adquiriu extensa
experiéncia em avaliages financeiras e atuariais de sistemas de seguridade social,
particularmente naqueles situados em paises em desenvolvimento e de economias em
transicao.

Este livro integra uma série de publicacdes envolvendo aspectos financeiros,
atuariais e estatisticos que estd sendo preparada conjuntamente pela Associacao
Internacional de Seguridade Social e 0 Departamento de Seguridade Social da Organizaciao
Internacional do Trabalho.

Colin Gillion, Diretor Dalmer D. Hoskins, Secretario Geral
Departamento de Seguridade Associagao Internacional de Seguridade Social
Organizagao Internacional do Trabalho Génova, Suica

Génova, Suiga






PREFACIO

Foi um privilégio para mim ter sido convidado pela Associagio Internacional de
Seguridade Social (ISSA) para escrever este livro.

O livro, eu acredito, fornecera um complemento util aos textos atuariais sobre
aposentadorias disponiveis em lingua inglesa. Atualmente nao existe caréncia de livros-
texto em matematica atuarial para sistemas de previdéncia ocupacional, no entanto, nao
parece existir qualquer titulo comparavel em previdéncia social.

Onde os sistemas de previdéncia social sdo financiados através de reparti¢ao
simples, talvez exista um menor escopo para uma abordagem teorica sofisticada desse
assunto. Entretanto, é um fato histérico que, nos tltimos tempos, beneficios de seguro
social foram financiados de acordo com uma extensio do principio da capitalizacio
total dos sistemas de previdéncia ocupacional. Embora o interesse em capitalizacdo tenha
diminuido com o tempo, o debate entre os proponentes da reparticdo simples e da
capitalizacdo nao acabou, tendo recentemente ressurgido o interesse em capitalizagio.
No presente momento, varios niveis de capitalizacio da seguridade social estdo sendo
praticados por diferentes paises, incluindo a capitalizacao total de sistemas de contribuicao
definida de previdéncia social.

A Organizacao Internacional do Trabalho (OIT) tem, por varias décadas, prestado
servigos atuariais para muitos governos nacionais visando a introdugao ou revisao dos
programas de seguridade social. No curso desses trabalhos, efetuados em paises em
desenvolvimento e economias em transi¢ao do Centro e do Leste Europeu, a OIT
desenvolveu novas abordagens e técnicas. A ISSA, por sua vez, forneceu um valioso
forum para discussao de metodologias tradicionais e inovadoras nas séries de Conferéncias
de Seguridade Social, Atuaria e Estatistica. Este livro utiliza-se desse rico material atuarial.

O livro também objetiva estabelecer uma ligacdo entre os métodos de
financiamento da previdéncia social e os métodos de capitaliza¢do de sistemas de
previdéncia ocupacional. S3o ressaltadas as diferengas que existem entre os dois conjuntos
de métodos a despeito das inerentes similaridades. Esperamos, portanto, que este livro
seja util nado somente para atuarios envolvidos com previdéncia social, mas também para
aqueles especializados em previdéncia ocupacional que desejam obter um entendimento
do outro campo. Nio pretendemos, no entanto, que este seja um livro-texto em
previdéncia ocupacional, que aqui é tratada somente em linhas gerais.

A introducio fornece uma breve descri¢io do conteudo deste livro. O material é
dividido em duas partes. A parte 1, que trata da teoria, contém quatro capitulos. O
capitulo 1 introduz a teoria bésica do financiamento de sistemas de previdéncia social.
Na seqiiéncia, o capitulo 2 estabelece a ligacio com a capitalizacdo de sistemas de
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previdéncia ocupacional. No capitulo 3 sio discutidos topicos avancados relacionados
ao financiamento de sistemas de previdéncia social. O capitulo 4 é devotado aos sistemas
de contribui¢ao definida. O tratamento em toda a parte I é baseado em func¢bes continuas,
que ajudam a enfatizar principios e inter-relacdes, e a elucidar o impacto de diferentes
abordagens de capitalizacdo. A parte II discute as técnicas atuariais e é dividida em dois
capitulos. O capitulo 5 apresenta a técnica de projecio, que é apropriada para a analise
atuarial de sistemas de previdéncia social. Contudo, com a finalidade de oferecer um
panorama mais geral, incluimos também a técnica mais tradicional do valor presente no
capitulo 6. Para fins de coeréncia com a natureza pratica do conteido da parte 1, o
tratamento € inteiramente em termos de funcoes discretas.

Seis apéndices completam o livro. O apéndice 1 contém um breve sumario da
matematica atuarial basica que funciona como uma fonte de consulta rapida para os
leitores. O apéndice 2 ilustra os métodos discutidos nos capitulos 1 e 2 fazendo referéncia
a um sistema de aposentadorias simples e hipotético. O apéndice 3 é um glossario dos
principais métodos de financiamento e capitalizagdo, enquanto o apéndice 4 lista os
varios simbolos utilizados no livro. Nos apéndices 5 e 6 sdo apresentados
desenvolvimentos matematicos adicionas de certos resultados estabelecidos no texto.
Finalmente, uma bibliografia cita os documentos cientificos e livros-texto que foram
consultados durante a preparagao do livro.

Este nao é um manual, mas um livro-texto basico. O leitor encontrara nele os
principios que fundamentam a teoria matematica e as técnicas de avaliagdo de sistemas
de previdéncia social, apresentadas através de modelos relativamente simplificados. O
atuario pratico necessitara contudo, adequar este material as condi¢des e circunstancias,
e desenvolver ou adquirir o software de computador necessario para propositos de
aplicacdo pratica.
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INTRODUCAO

Este livto é sobre sistemas de previdéncia social. Esses sistemas sdo arranjos
institucionais para a prote¢ao de idosos, invalidos e dependentes que perderam sua fonte
de sustento em razao do falecimento de seus provedores. Sao organizados a nivel nacional
através de iniciativa governamental e previstos em lei. Essas leis cobrem, em particular,
os direitos e obrigacbes de todos os individuos e estabelecimentos afetados pelo sistema,
incluindo as contribuicSes devidas e os beneficios previstos. Os sistemas de previdéncia
social sao geralmente obrigatorios para categorias especificas da populacio (por exemplo:
para todas as pessoas empregadas, para todas as pessoas economicamente ativas, para
todos os residentes). Esses sistemas sdo administrados diretamente por uma agéncia ou
departamento do governo ou ainda por uma organizagao paraestatal sujeita a supervisao
governamental. A solvéncia e capacidade de pagar os beneficios futuros é na maioria dos
casos implicita ou explicitamente garantida pelo governo.

Sistemas de previdéncia social estatais sio complementados por sistermas privados
de aposentadoria que devem fornecer beneficios “acima do teto” ou podem ser aceitos
como alternativa para o sistema nacional, se isso for permitido. Sistemas privados
geralmente tomam a forma de sistermas de previdéncia ocupacional, que sao de responsabilidade
de empregadores individuais ou de grupos de empregadores e podem ser organizados
como fundos mutuos ou abertos. Além desses, existem arranjos voluntrios, tais como
aposentadorias pessoais ¢ anuidades reguladas por lei e emitidas por companhias de seguros.

Tanto os sistemas de previdéncia social como os de previdéncia ocupacional podem
tomar qualquer das seguintes formas: beneficios definidos ou contribuicoes definidas. A diferenca
essencial entre essas duas formas é que no primeiro caso a férmula de beneficio é
especificada e os arranjos financeiros —incluindo, em particular, as contribuicdes devidas
— sdo determinadas de forma suficiente para financiar os beneficios; no segundo caso, as
contribui¢des a serem pagas sido especificadas, e os beneficios sio resultantes do
investimento dessas contribui¢des.

Este livro esta focado principalmente em sistemas de previdéncia social do tipo
beneficios definidos, mas sio também feitas considera¢des para os sistemas do tipo
contribuicoes definidas. Assumimos que o leitor esteja familiarizado com a estrutura
geral de tais sistemas. Uma descri¢ao sumaria do desenho desses sistemas €, entretanto,
fornecida abaixo, juntamente com as variagdes advindas da pratica; mais detalhes devem
ser procurados em outras fontes (por exemplo, ILO, 1984). Este livro refere-se a beneficios
de aposentadoria de sistemas de previdéncia ocupacional apenas para fins de comparacao,
nao discutindo, portanto, outros beneficios oferecidos por sistemas privados.

Dessa forma, nao é descrita a estrutura desses sistemas, porém, o leitor interessado
pode encontrar publica¢oes especializadas (por exemplo, Lee, 1980).
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SISTEMAS DE PREVIDENCIA SOCIAL
COM BENEFICIOS DEFINIDOS

Fontes de financiamento

As fontes de financiamento dos sistemas de previdéncia social podem incluir
uma ou mais das seguintes fontes: contribuzcges pagas por individuos cobertos pelo sistema;
contribui¢des pagas pelos empregadores em favor dos empregados cobertos; subsidios
e outras receitas governamentais.

As contribui¢oes podem ser de valor uniforme ou relacionadas a renda. No contexto
das contribui¢oes relacionadas a renda, o termo “renda” pode referir-se ndo a renda
total, mas apenas aquela parcela até um determinado teto, acima de um especifico piso
ou entre dois niveis de renda. As aliquotas de contribuicdo podem ser uniformes ou
variar de acordo com o nivel de renda (sistema de classes de salarios).

Condigoes de qualificacio para aposentadorias

As contingéncias ou riscos cobertos pelos sistemas de previdéncia social de
beneficios definidos incluem aposentadoria, ao alcangar o individuo uma idade particular;
inabilidade para continuar trabalhando por invalidez; e morte, quando em atividade ou em
gozo de beneficio por invalidez.

As aposentadorias por idade on tempo de contribuicdo sio normalmente sujeitas ao
afastamento do individuo da atividade laboral, ao atendimento a um determinado limite
de idade e a satisfacdo de um determinado periodo minimo de qualificacdo. Uma idade
mais baixa de aposentadoria pode ser aplicada para as mulheres, ou para uma classe
particular de membros do sistema. Aposentadorias integrais com idades mais baixas
podem ser permitidas em certos casos, por exemplo, para pessoas engajadas em trabalhos
arduos ou insalubres ou para aquelas atividades em que as pessoas sio prematuramente
consideradas envelhecidas para o exercicio da fungdo. Aposentadorias prematuras com
valores de beneficios nio integrais podem ser permitidas, sujeitas a satisfagao de condi¢oes
de trabalho especificas.
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O periodo exigido para qualificagio normalmente refere-se ao tempo de
contribuicdo normal, mas, dependendo do sistema, podem referir-se ao periodo de
cobertura, emprego ou residéncia (para efeito de padronizacio utilizaremos abaixo o
termo periodo de cobertura). Periodos de afastamento do trabalho devido a doengas,
maternidade, acidentes de trabalho ou perfodos de tempo despendidos em cuidados de
criancas ou invalidos, podem ser considerados como periodos de cobertura. Quando
um novo sistema ¢ introduzido, recursos para transicio podem ser necessarios para
fazer face aos perfodos menores exigidos para qualificagdo dos entrantes iniciais acima
de uma determinada idade. Algumas vezes uma condicio de densidade de contribui¢Ges,
que € o crédito de um periodo de trabalho minimo por ano de cobertura, pode também
set requerida.

Aposentadorias por invalidez sio, em primeira instincia, sujeitas a condi¢ao da
existéncia de um grau minimo especifico de invalidez de acordo com a defini¢do adotada,
que pode ser baseada em um dos trés conceitos: fisica, ocupacional ou geral. Invalidez fisica
refere-se a perda de uma parte do corpo ou de uma faculdade fisica ou mental; invalidez
ocupacional refere-se a perda da capacidade de obter rendimentos com a ocupagio
anterior; invalidez geral refere-se a perda da capacidade de desenvolver qualquer atividade
remunerada. O grau minimo de qualificacdo para a invalidez varia de um meio a dois
tercos. Em adicdo, o perfodo de qualificagdio — consideravelmente menor que aquele
requerido para obten¢ao de uma aposentadoria normal — ou uma condi¢ao de densidade
de contribuicao é geralmente imposta.

Pensies sio concedidas (principalmente vidvas/vitvos), sujeitas a condi¢io de que
o segurado que veio a falecer esteja qualificado para o recebimento de beneficio por
invalidez ou ja esteja aposentado por tempo de contribuicao, idade ou invalidez. Algumas
condi¢oes devem ser requeridas da vitva, tais como ter alcancado uma idade minima
especifica, estar invalida ou possuir criancas sob os seus cuidados. As pensdes de vitvas
normalmente cessam se estas vém a contrair novas nupcias, algumas vezes com o
pagamento de um peculio. As pensGes concedidas aos 6rfaos normalmente siao
descontinuadas a partir de uma determinada idade, mas podem ser estendidas em certas
circunstincias, por exemplo, se a crianga é estudante em tempo integral ou invalida.

Quando o periodo de cobertura nio ¢é suficiente para a obten¢do de uma
aposentadoria por idade, tempo de contribuiciao ou invalidez, ou ainda para o recebimento
de uma pensao, entio um pecilio pode ser concedido.
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A formula de aposentadoria

A férmula de aposentadoria pode ser um valor uniforme ou um valor relacionado ao
rendimento. (Na sequiéncia, a palavra salario sera usada como sinénimo de rendimento.)
Uma férmula de valor uniforme fornece aposentadorias de montante uniforme,
independentemente do nivel de rendimento individual, enquanto que uma férmula
relacionada aos rendimentos liga a aposentadoria ao salario prévio do individuo.
Rendimentos referem-se ao salario segurado, que pode ser diferente do salario atual
devido a aplica¢io de um piso e/ou teto.

No caso em que os beneficios sdo relacionados aos rendimentos, a base de calculo
pode set o saldrio final segurado, a miédia final dos saldrios segurados ou a média dos saldrios
segurados da carreira do individuo. A média final é tipicamente computada utilizando-se os
salarios dos dltimos anos (geralmente os dltimos cinco anos) da carreira do individuo.
No calculo da média deve-se levar em consideracao a correcao dos salarios utilizados de
forma a compensar o aumento no nivel geral de salarios ocorrido até o momento da
concessdao do beneficio.

A taxa de reposigdo, isto €, o montante do beneficio como um percentual do salario
utilizado como base de célculo, que em um sistema relacionado aos rendimentos,
tipicamente consistird da soma de um percentual fixo independente do petfodo segurado
e um percentual ligado ao petiodo segurado. Um percentual maximo é geralmente presctito
para a taxa de reposicdo. A mesma férmula de beneficio é geralmente aplicada para
aposentadorias por idade e tempo de contribuicdo, aposentadotias por invalidez e pensoes
de sobreviventes. Beneficios maximos e minimos podem ser fixados em termos absolutos
(isto ¢, em unidades monetarias).

No caso de entrantes que estdo acima de uma idade especifica quando o sistema
se inicia, créditos especiais de perfodos de cobertura, crescentes por idade, podem ser
concedidos para compensar a impossibilidade destes de completar o periodo total de
cobertura necessario. Para aposentadorias por invalidez, créditos especiais, decrescentes
por idade, podem ser concedidos para compensar a perda de potenciais perfodos futuros
de cobertura; por extensio, esses créditos podem também aplicar-se a pensoes de
sobreviventes originadas da morte de segurados ativos.

As pensoes calculadas de acordo com a férmula de aposentadoria sao usualmente
alocadas a sobreviventes individuais de acordo com percentagens previstas, estando essas
parcelas sujeitas a soma limite de 100 por cento da pensio total.
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Indexacgio de aposentadorias

Alegislacio pode prever um ajustamento sistenzitico ou antomtico das aposentadorias,
isto ¢, ela pode determinar o procedimento e o método de ajustamento; ou apenas um
ajustamento em principio, caso em que uma revisao regular pode ser prevista sem contudo
especificar como devera ocorrer o ajustamento. Nos casos em que a legislacdo nao preve
qualquer tipo de indexacao, ajustamentos ad hoc podem ser realizados esporadicamente
pela autoridade competente. O mecanismo de indexa¢do pode ser baseado no indice de
custo de vida, no indice de crescimento dos rendimentos ou em alguma composi¢ao
desses dois indices. Podem ainda ser aplicados limites para a extensao do ajustamento,
em termos absolutos ou como uma propor¢ao. A indexacao deve também ser aplicada
aos parametros expressos em unidades monetarias, tais como pisos e tetos, e valores
maximos e minimos de beneficios.

SISTEMAS DE PREVIDENCIA SOCIAL
COM CONTRIBUICAO DEFINIDA

Um tipo de sistema de previdéncia social com contribui¢ao definida sdo os fundos
de previdéncia nacionais. Nesses fundos, contas individuais sio abertas em nome de
cada membro (e, se aplicavel, no dos empregadores), onde as contribui¢ées dos membros
sao registradas. Usualmente nio existem contribuicdes ou subsidios estatais. Os juros
sdo adicionados a conta periodicamente. O saldo acumulado ¢ geralmente pago como
um pectlio na aposentadoria, invalidez ou morte antes da aposentadoria. A morte apos
a aposentadoria nao é uma contingéncia diretamente coberta. Uma op¢ao para conversio
do peculio em anuidade é algumas vezes disponivel. Saques parciais da conta para outros
propositos podem também ser permitidos, particularmente para aquisicao de imovel
residencial, educacdo de criangas ou despesas de saude.

A reforma da seguridade social do Chile, em 1981, introduziu um outro tipo de
sistema de contribuicio definida, que é conhecido como sistema de poupancga obrigatoria
para aposentadoria. Esse sistema, embora obrigatorio, ¢ administrado por companhias
privadas, que s3o sujeitas a supervisao governamental. As contribui¢Oes sao pagas apenas
pelos membros. Da mesma forma que nos sistemas de previdéncia nacionais, contas
individuais sao mantidas, mas além disso esses sistemas garantem uma taxa minima de
juros. Na aposentadotia de um membro, o saldo acumulado é obrigatoriamente convertido
em uma aposentadoria indexada, sujeita a um minimo especifico, que é garantido pelo
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Estado. Beneficios de invalidez e pensdes sio concedidos através de arranjos distintos
(para detalhes, ver Gillion e Bonilla, 1992).

Existem também sistemas hibridos, tais como aqueles baseados em “sistemas de
>
pontos”, em que existe um beneficio definido que é calculado por uma férmula que
deriva das contribui¢es pagas. Contribuicbes monetarias sdo convertidas em pontos
com base no valor do ponto na época em que as contribuicoes foram feitas. Os beneficios,
que dependem do nimero total de pontos acumulados, sio reconvertidos no momento
dos pagamentos em unidades monetarias com base no valor do ponto a época.

Um outro hibrido é o sistema nocional de contribui¢oes definidas, em que as
contribui¢oes sido creditadas as contas individuais mas utilizadas para pagamentos de
aposentadorias correntes. O saldo nocional nas contas sao acrescidos anualmente de um
crédito referente a um fator de crescimento (por exemplo: taxa de crescimento dos
salarios reais, taxa de crescimento do produto nacional bruto) e no momento da
aposentadoria os saldos nocionais sio convertidos em beneficios. O sistema ndo é
capitalizado, embora o beneficio seja baseado no saldo acumulado de uma conta individual,
da mesma forma que em um sistema tradicional de contribui¢Ges definidas. Durante o
perfodo de acumulagio ele se assemelha a um sistema de beneficios definidos com
rendimentos ajustados e utilizando a média de salarios da carreira (McGillivray, 1997).
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PARTE I - TEORIA
1. FINANCIAMENTO DA PREVIDENCIA SOCIAL

1.1. Introdugio

Quando um sistema previdenciario ¢ modelado, uma das principais questdes a ser
resolvida é o método de acordo com o qual sera financiado. Por método de financiamento
entendemos o arranjo que permitira a existéncia de um fluxo de recursos para fazer face
as despesas (com beneficios e possivelmente com a administragao) do sistema, a medida
que essas ocorram. Em outras palavras, refere-se a0 mecanismo que determina o valor e
a periodicidade das contribuicoes ao sistema. Como veremos mais tarde, existem diferentes
métodos através dos quais um dado sistema de previdéncia pode ser financiado.

Este capitulo inicialmente identifica os parametros demograficos e econdémicos
basicos que afetam, de um lado, as despesas do sistema e, de outro, os salarios da populacao
coberta que servem de base para o calculo das contribui¢oes. Sdo ainda discutidas as
tendéncias desses agregados financeiros no tempo e enunciados os principios matematicos
basicos de financiamento. Em seguida sdo feitas consideracoes especiais derivadas dos
sistemas de previdéncia social e apresentados os principais sistemas de financiamento
empregados nessa area. A discussdo correspondente com relagio aos sistemas de
previdéncia ocupacional ¢ o contetdo do capitulo 2.

A analise inicial refere-se a um sistema previdenciario novo, muito mais que a um
sistema ja em funcionamento. Isso permite uma visao completa da evolu¢io financeira
do sistema ao longo do tempo. Além disso, para fins didaticos, a discussdo ¢ baseada em
modelos altamente simplificados da realidade. Assume-se que uma projecao foi feita dos
agregados financeiros futuros no inicio do sistema e que essa veio a confirmar-se na
realidade. Sobre essas bases, sdo discutidos os diferentes métodos de financiamento que
podem ser aplicados ao sistema. Essa abordagem realca as implicacoes financeiras de
longo prazo do sistema.

A realidade entretanto é muito mais complexa. Em particular, é altamente
improvavel que a projecio feita no inicio do sistema se realize com exatidao. De fato,
podemos esperar que os exercicios de projecio sejam repetidos a intervalos regulares e
realizados ajustamentos e refinamentos no método de financiamento aplicado. Esses
aspectos praticos sao tratados na parte 1I deste livro.
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Para nos concentrarmos no essencial, a analise refere-se, em principio, a um sistema
com uma férmula de calculo de aposentadorias que € estritamente proporcional ao petiodo
de contribui¢io e ao salario final do participante. Além disso, a aten¢ao serd focada em
beneficios de aposentadoria. Essas restricGes, no entanto, ndo invalidam uma aplicacio
mais ampla da teotia aqui desenvolvida. A extensdo desses principios pata os beneficios
de aposentadoria por invalidez e pensao por morte serd considerada no capitulo II1.

Os termos “contribuicoes” e ”’taxa de contribuicao’ referem-se ao total de recursos
destinados ao sistema por todas as partes contribuintes, incluindo empregador, empregado
e possivelmente o ente estatal.

1.2. Os Parametros Demogrificos e Econémicos Bisicos

O curso futuro de um sistema de aposentadorias é determinado, em primeiro
lugar, pelas caracteristicas demograficas e econémicas da populacio inicial coberta. F
influenciado ainda por uma série de fatores demograficos e econdémicos que ocorrerao
durante toda a existéncia do sistema. Em geral, esses parametros variam com o tempo.
Para o presente propodsito, entretanto, assumiremos que Os Mmesmos se manterao
constantes e positivos ao longo do tempo. Eles incluem em particular:

* a forca da taxa de juros: O

* a forca do crescimento dos novos entrantes: O

* a forca do crescimento dos salarios: ¥

* a for¢a da indexacio das aposentadorias: 3

* a forca (especifica para cada idade) da mortalidade, invalidez e outros decrementos:
,Ltj , ,u)’; , etc.

Em adi¢do, a for¢a da inflagio é denotada por 6 .

O parimetro Y refere-se a taxa instantanea de mudanca do nivel geral de salarios.
Essa taxa é responsavel pela progressao individual dos salarios em razao da idade, chamada
de escala de salarios.

Existem certas relagOes entre esses fatores. Exceto em circunstancias especiais
(por exemplo, durante grandes transformagdes econdémicas), o crescimento dos salarios
dado pela escala salarial deve exceder a taxa de inflacdo, a diferenca representando os
ganhos de produtividade. A indexa¢io das aposentadorias deve, no minimo, manter o
poder de compra das aposentadorias (indexagdo de pregos), mas ¢ desejavel que va
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além, mantendo o padrio de vida dos aposentados a um nivel semelhante ao dos ativos
(indexacdo de salarios). Simbolicamente, portanto, y =826 . Além disso, espera-se que
no longo prazo, a taxa de juros exceda a soma da taxa de crescimento da populaciao
segurada e da taxa crescimento da escala salarial. Essa relacdo tem particular significado
economico (Aaron, 1966). Assume-se portanto que § >p+y .

Um outro fator que ¢ relevante para os sistemas de previdéncia social é o fator
“densidade de contribui¢des”, que indica a propor¢ao do tempo potencial de contribuicao
que representa tempo efetivo de contribuicdo pelos participantes do sistema. Para o
presente proposito, assumiremos que esse fator ¢ uniforme e alcanca 100%; os efeitos
de pressupostos alternativos com relacio a esse fator serdo discutidos no capitulo 3.

Assume-se, sem perda de generalidade, que o numero de novos entrantes no
intervalo (0,dr) é dr. Conseqlientemente, o numero de novos entrantes no intervalo

(t,t+dt) devera ser e”dt. Similarmente, se considerarmos o nivel geral de salarios no
inicio do sistema igual a uma unidade monetaria, o nivel de salarios no tempo t sera e”.

B

A unidade de aposentadoria deve elevar-se a €’ em t anos.

1.3. As Fungées Populagio Ativa e Populacio Aposentada

Para fins de desenvolvimento tedrico, o tempo sera considerado uma variavel
continua, tendo o ano como unidade. As duas fung¢des-chave que descrevem o
desenvolvimento demografico de um sistema de aposentadorias sao:

* a func¢do populagio ativa A(t); e
* a funcio populacio aposentada R(t).
Assumiremos que ambas sdo funcdes continuas e diferenciaveis.

Em termos mais rigorosos, essas fungdes deveriam ser consideradas estocasticas.
As projecoes demograficas estabelecidas com base nos parametros assumidos de fato
representam valores médios ou esperados de A(t) e R(t). Os valores reais sio governados
pelas respectivas distribui¢cdes de probabilidade e sdo, portanto, incertos. A versao classica
de atudria baseada nos valores esperados — a chamada versao “deterministica” — sera
seguida neste livro, mas a natureza estocastica fundamental das fun¢oes devera ser
considerada.

Considere um sistema de aposentadorias que opera sem quaisquer mudangas
fundamentais, tais como uma modificacdo significativa na oferta de beneficios ou no
escopo de cobertura, exceto por um fluxo estavel de novos entrantes (de acordo com a
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forca de crescimento P ). Assume-se ainda, como ¢é geralmente o caso, que as pessoas
que ja alcangaram a idade de aposentadoria no inicio do sistema nao tém direito a esse
beneficio.

A seguir assumimos uma idade de ingresso fixa para os novos entrantes, digamos
b, e fixamos a idade de aposentadortia, digamos 7, embora o mesmo raciocinio possa ser
aplicado para qualquer outra combinacdo de idades de entrada e de aposentadoria, para
que os resultados abaixo apresentados tenham validade geral.

Um diagrama de Lexis (Bowers et al., 1986, p. 511; Daykin et al., 1994, p. 442) ¢
util para visualizar os componentes de um sistema de previdéncia, assim como o processo
de sua evolugio (ver figura 1). O tempo é mostrado ao longo do eixo horizontal e a idade
a0 longo do vertical; os pontos (X, Y) representam as pessoas em idade Y no tempo X. O
diagrama refere-se as pessoas que entraram no sistema na idade b (=20) e se aposentaram
na idade  (=65), sendo W (=100) o limite de vida. Portanto, cada diagrama, tal como
ABE, representa a coorte de membros desde sua entrada no sistema, passando pelo
periodo de aposentadoria até seu eventual desaparecimento. Cada linha vertical, tal como
ET, representa as pessoas vivendo no mesmo periodo de tempo, na condicio de ativo
ou inativo. Certas zonas no diagrama tém particular importancia; o tridngulo ABC, por
exemplo, representa o periodo de vida futura que sera despendido pela populagio inicial
na condi¢ao de ativo, enquanto que o paralelograma BCDE apresenta o perfodo de vida
futura que sera despendido pelo mesmo grupo na condicdo de pensionista. As areas
finais abertas a direita de AB e BE representam os petiodos de vida dos futuros entrantes.

Assumindo que aqueles com idade supetior a idade de aposentadoria no inicio do
sistema nio sdo considerados, o nimero de aposentados em um sistema novo de
aposentadorias inicia em zero e cresce uniformemente por varios anos a medida que
seus membros prosseguem obtendo aposentadorias e o numero de falecimentos entre
os inativos sio mais que compensados pelos novos entrantes. Eventualmente, quando a
populagio inicial desaparece inteiramente, a taxa de crescimento se reduzird e se
estabilizara. Este resultado pode ser demonstrado na seqiiéncia para aqueles que entraram
na idade fixa b. No diagrama de Lexis (figura 1), se FJ= 0anos, o nimero de aposentados

em Sdevera ser e vezes o nimero em R (sob o pressuposto da constancia das taxas de
decremento no tempo), e este sera também o caso para quaisquer pares de pontos R e
S localizados nas mesmas linhas verticais. Portanto, quando a populagio aposentada
consiste apenas de sobreviventes dos novos entrantes, devera esta crescer a taxa
instantanea P ; o mesmo resultado também pode ser aplicado para a populagio ativa.
Nesse estagio, a for¢a do crescimento da populagio total segurada devera tornar-se idéntica
a forca do crescimento de novos entrantes.

A relacdo entre o numero de aposentados e a populagao ativa — conhecida como
taxa de dependéncia — apresentara, da mesma forma, tendéncia ao crescimento; ela crescera
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de zero, inicialmente muito rapidamente e posteriormente mais lentamente até alcangar
um nfvel constante. No estagio, digamos ¢=w, , dizemos que o sistema alcangou a sua
maturidade demografica.

As caractetisticas das fungdes R(t) e A(t) podem ser simbolicamente expressas
como:

R()>0 (1.1a)

RO AW (t<w) (1.1b)

m:&:

(1.1¢c)
R()  AQ) (t2wm)

1.4. As Fungées Despesa e Salirio Segurado

As duas funcGes-chave que caracterizam o desenvolvimento financeiro de um
sistema de aposentadorias sdo:

* A fungio despesas B(t); e

* A funcio saldrio segurado t)

Inicialmente consideraremos B(t) como funcido apenas dos gastos com beneficios.
Assumimos que ambas as fungdes sio continuas e diferenciaveis. A despesa total com
beneficios e o total da folha de salarios segurada no intervalo (z,z+dz) serdo entdo

dadas por B(z)dz e S(z)dz.

Como no caso das func¢oes demogtraficas A(f) e R(), as funcoes B(f) e S(f) sio
também de natureza estocastica e os valores projetados representam valores esperados
destas funcoes. Para levar em conta a variabilidade dessas fun¢des em torno de suas
médias devemos recorrer a teoria do risco, que ja ¢ largamente aplicada na area de
financiamento de aposentadorias (ver se¢io 3.12 do capitulo 3). A abordagem deste
livto é baseada na versao deterministica classica, mas a natureza estocastica basica das
fungbes deve estar presente.
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O termo “taxa de reposicao” refere-se ao valor percentual da aposentadoria inicial
em relacdo ao salario que serviu de base para o calculo do beneficio, por exemplo, o
salario do trabalhador segurado no momento da aposentadoria. O “valor da
aposentadoria”, em qualquer momento subseqiiente, refere-se ao valor monetario da
aposentadoria, levando-se em conta a indexacdo desta desde o momento de sua concessao.

Um padrio tipico de crescimento de B(f) e S(f) é descrito abaixo. A tendéncia da
funcio de despesas B(f) serd, no ptimeiro momento, dependente da tendéncia da
populagao descrita na segao 1.3 acima. Posteriormente serd influenciada pelo montante
médio das aposentadorias correntes. Nesse sentido, uma importante distingdo deve ser
feita entre o caso onde a populagio inicialmente segurada recebe um crédito especial
para compensar a entrada tardia no sistema — por exemplo, o reconhecimento do tempo
total de servigo passado, e aquele em que tal crédito nao é concedido.

No ultimo caso, a taxa de reposicio dos novos beneficiarios crescera
uniformemente até que as aposentadorias que consideram o tempo total de trabalho
para efeito de calculo do beneficio comecem a ocorrer. Conseqiientemente, a taxa média
de reposiciao de todas as aposentadorias correntes também crescerd, embora a taxas
decrescentes, até que ela alcance um nivel constante, no momento em que todas as
aposentadorias correntes pertencerem a individuos que se aposentaram somente apos
transcorrido todo o periodo de tempo minimo exigido para a obten¢do do beneficio.
Contrariamente, se perfodos trabalhados anteriormente sdo totalmente reconhecidos, a
taxa de reposi¢do sera praticamente constante desde o inicio. Portanto, o volume de
créditos referentes ao reconhecimento de perfodos trabalhados anteriormente tem
profunda influéncia na tendéncia de B(f) até o momento em que a populagio inicial
desaparecer completamente.

Em ambos os casos, B(t) crescera de zero no inicio, mas a taxa de crescimento serd
eventualmente reduzida e alcan¢ard um nivel constante (= p +y), igual a forca do crescimento
da populacdo aposentada adicionada daquela referente ao crescimento do valor da média
das aposentadorias. Utilizando-se o diagrama de Lexis demonstra-se que o valor médio das
aposentadorias cresce 2 forca Y (figura 1). Considere os entrantes na idade fixa b; o montante

médio das aposentadotias em Sdeve ser €’ vezes aquele em R refletindo o crescimento do
salario no momento da aposentadoria de G até K; esse também sera o caso para outro par
R', S nas mesmas linhas verticais. Portanto, o total de aposentadotia média cresce a taxa
instantanea Y.

Assim, enquanto o valor absoluto de B(t) depende da taxa de indexacio das
aposentadotias, 3, a tendéncia de crescimento eventual de B(t) ndo é afetada por ela. Embora
cada montante de aposentadotia individual cresca a taxa 8, o montante médio de todas as
aposentadorias correntes cresce a taxa ), devido ao efeito conhecido como efeito reposi¢ao;
aposentados, a todo tempo, sao continuamente repostos por outros com montantes de

aposentadoria mais altos, sendo estes baseados nos salarios finais que
crescem de acordo com a forca Y.
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A proporcio B(t)/S(t) apresentara uma tendéncia similar, partindo de zero e
alcancando eventualmente um nivel constante em um ponto no tempo, digamos 7=w,,

quando o sistema alcanca o que denominamos de maturidade financeira. F evidente que
a maturidade demografica precedera geralmente a maturidade financeira e que quanto
mais generosos os créditos por servigos passados concedidos a populacio inicial, mais
cedo o sistema alcancard a maturidade financeira. Isso estd ilustrado na figura 2.

A parte as caracteristicas de B(t), conforme ja descritas, a relacio entre B(t) e St)
¢ particularmente importante para a discussao de sistemas financeiros. Simbolicamente,

B(@)>0 (1.22)

M > S_(t) (t<w,) (1.2b)
B(t) S ’

B _S50_

B0 S0) p +y (1 2w,) (1.2¢)

Até este momento as despesas de operacao do sistema nao tém sido mencionadas.

Se as despesas com a operagdo do sistema sdo financiadas independentemente,
por exemplo, por recursos orcamentarios do governo, elas sio claramente nao relevantes.
Onde isso nio ocorre, essas despesas necessitam ser consideradas.

Nos estagios iniciais de um novo sistema de aposentadorias, as despesas de
administracdo devem predominar, mas a medida que o sistema amadurece, a importancia
dessas em relacdo as despesas com beneficios cairda consideravelmente. Despesas
administrativas, no longo prazo, podem ser consideradas como proporcionais as despesas
com beneficios, ou ainda, como relacionadas de forma aproximadamente linear as despesas
com beneficios e aos salarios segurados. Em ambos os casos, a funcdo despesas total se
relacionara com a funcio salarios segurados de forma semelhante ao que ocorre com a
fun¢ao despesas com beneficios. Portanto, as caractetisticas indicadas em (1.2) podem
ser mantidas mesmo se definimos B(t) de forma a incluir as despesas administrativas.
Hssa é a forma como serd tratada essa questio daqui por diante.
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1.5. A Base Teorica dos Mérodos de Financiamento

Sistemas de previdéncia social, que sao de responsabilidade de governos nacionais,
sao assumidos como tendo duracio infinita, isto é, toma-se como certo que existira um
fluxo regular infinito de novos entrantes no futuro. Em virtude disto, métodos de
financiamento de sistemas de previdéncia social sdo baseados na abordagem conhecida
como fundo aberto, que considera a populacdo inicial e os futuros entrantes como um
unico grupo para esse proposito. Qualquer método de financiamento essencialmente
objetiva alcancar um equilibrio entre receitas e despesas, sem necessariamente igualar as
contribui¢oes com a despesa corrente, que ¢ apenas um dos caminhos para isto. De fato,
uma conseqiiéncia importante do processo de maturacao de um sistema de previdéncia,
descrito na secao 1.4 acima, é que existe, teoricamente, uma infinidade de métodos de
financiamento que podem ser aplicados.

Para a discussdo de métodos de financiamento, duas funcdes adicionais serdo
neste momento introduzidas:

* A func¢ido taxa de contribuicio C(t), que caracteriza o método de
financiamento; e

* A funcio reservas V(t), que representa o excesso de entradas sobre as saidas,
acumulada com juros de forca 0.

Essas funcdes relacionam-se as funcdes B(t) e Yt) através da equacio diferencial
fundamental (Zelenka, 1958, p. 69):

dV (¢) =V (£)8dt +C(t)S(t)dt — B(t)dt 13)

Em outras palavras, a variacio nas reservas em qualquer pequeno intervalo de
tempo € igual a0 rendimento do investimento das reservas no intervalo mais o excesso
da receita de contribuices sobre a despesa com beneficios no mesmo intervalo.

Integrando a equagdo acima no intervalo (n,m), a seguinte relagdo é obtida entre
os valores da funcio reservasem t=n € t=m

Vme™" =y (me™ +[ 1C0S@) ~B@)le™dr -9
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A expressio para V(M) é entio obtida como

V(m)=V (e ™ + ["[COS©) ~BWOle " dr 0

Em particular, pondo N = 0 e tomando V(0) = 0, a seguinte expresséo
retrospectiva para V(m) é obtida:

V(m)=e" JO’" [C(t)S(t) - B(t)]e™* dt (L6)

Uma equacio de equilibrio para a inteira duragiao do sistema pode ser escrita. A
equivaléncia de receitas e pagamentos, levando-se em conta o valor do dinheiro no tempo,
pode ser expressa igualando, no inicio do sistema, o valor presente da série das
contribui¢cdes futuras ao valor presente das despesas futuras:

IO‘” C(t)S(t)e dt = I:B(r)e"s’dt )

assumindo que as duas integrais convergem — se (1.2) se mantéme 0> p+ ) A
equacdo acima ¢ a equa¢do fundamental de equilibrio para um sistema de previdéncia
novo. Ela implica que

Iom[C(t)S(t) ~B(t)] edt= I:[B(t) ~C(t)S(t)] edt @8)

Substituindo na expressao (1.0), a seguinte expressdo prospectiva ¢ obtida para a
funcio reservas:

V(m)= eémﬁ: [B(t) - C(t)S(t)] e ' dt (1.9)
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Se observamos o sistema em toda a sua existéncia, do ponto inicial, qualquer
funcio de contribuicio C(t) que satisfaca a equagio fundamental de equilibrio (1.7)
constitui um método de financiamento teoricamente possivel para um novo sistema de
previdéncia e leva a correspondente funcio reservas V(M) dada por (1.6) ou (1.9). No
entanto, questdes praticas nos levam a necessidade de impor condi¢oes sobre C(t) e

V().

Valores negativos de C(t) — implicam que o sistema esti reembolsando os
contribuintes — ou valores negativos de V(t) — implicam que o sistema estd tomando
emprestado para pagar os beneficios correntes. Necessitamos portanto excluir estas
possibilidades. Simbolicamente é necessario que C(#)20 e V' (¢) 2 0 para todos os valores
de t. A imposicio dessas e de outras restricoes para C(t) e/ou V(1) leva-nos a vatios
métodos de financiamento.

1.6. O Método de Financiamento de Reparticio Simples
(PAY-AS-YOU-GO)

Teoricamente, o método de reparticio(PAYG) pode ser definido pela condigao
V(t)=0 para todos os valores de t. Da equacio diferencial fundamental (1.3), pode

entdo ser deduzido que

C@) = % (1.10)

Com referéncia ao diagrama de Lexis (figura 1), podemos ver que o método PAYG
alcanca seu equilibrio financeiro ao longo das linhas verticais tais como ET, com as
pessoas ativas arcando com o custo dos beneficios dos inativos atuais.

Na pratica, o sistema nio pode operar sobre uma base continua; ele tera que ser
definido com referéncia a um intervalo finito de tempo. Se tomamos o intervalo de um
ano, o método é denominado PAYG anual ou método de avaliacio anual. A condi¢ao
para as reservas serd que y(r) =0 para todos os valores de t. Na equacio (1.4), pusemos
m=n+1 e V(n)=V(n+1) =0, a aliquota de contribui¢do para o sistema no ano (n+1) de
operacao ¢ dada por

n+l py
_ I B(t)e™'dt

PAYG (111

n+l
J’ S(t)e " dt
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Se os fluxos de contribuicao e beneficios sao uniformemente distribuidos no ano,
a aliquota de contribui¢io pode ser expressa como:

n+l

[ B(t)dt
PAYG, ,, =+ (1.12)
I S(t)dt

As entradas de caixa durante o ano podem nio coincidir exatamente com os
gastos. Assim, faz-se necessario levar em consideragio uma margem para variacdes
inesperadas nos valores projetados de contribui¢cdes e pagamentos de beneficios durante
o ano. E, portanto, pratica comum adicionar uma pequena margem na aliquota de
contribuicio, suficiente para constituir uma reserva de contingéncia para fazer face as variagoes
no fluxo de caixa.

1.7. O Mérodo do Prémio Médio Geral e Seus Detivativos

O método do prémio médio geral (General Average Premium - GAP) ¢ baseado
no conceito de uma aliquota de contribui¢ao constante aplicada durante todo o tempo
de vida do sistema de previdéncia. Fazendo ¢=m e C(t)=C (uma constante) em (1.9),

a seguinte expressao ¢ obtida para o prémio médio geral para o intervalo (m, o) :

(1.13)

f" B(t)e ' dt -V (m)e™"
C=dn "~
I S(t)e " dt

Mais particularmente, se a visao ¢ tomada no inicio do sistema, o prémio médio
geral — indicado por GAP — sera dado por

J':B(t)e_‘”dt

GAP = (1.14)

J’0°°S(t)e'5fdt

A discussao subseqiiente é baseada no GAP definido pela equacao (1.14).

Suponhamos que as fun¢des B(t) e Jt) sejam particionadas como a seguir:
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B(t) = BI(¢) + B2(¢); S(t) =S1(¢) +S2(¢)

onde B1(t) e S1(t) relacionam-se a populagio inicial e B2(t) e S2(t) relacionam-se
aos futuros entrantes.

Um prémio médio (Average Premium — AP) AP1 para a populagio inicial e um
prémio médio AP2 para novos entrantes podem ser determinados como segue:

IO“’ Bl(t)e* dt

APl =+ (1.15)
IO S1(t)e ' dt
f T B2(t)e % dt
AP2 =% (1.16)
IO S2(t)e™"dt
O GAP pode entio ser expresso como:
® -5t ® -5t
cup = APII0 S1(t)e™'dt + APZJ’O S2(t)e™'dt w1

IO‘” S(t)e ' dt

Isso mostra que o GAP pode ser considerado uma média ponderada de AP1 e
AP2.

No diagrama de Lexis (figura 1), AP1 é o prémio médio pago pelos ativos no
triangulo ABC para suportar os beneficios dos inativos no paralelograma BCDE, onde
AP2 é o prémio médio pagavel para aqueles na zona aberta final a direita de 4B para
suportar o custo das aposentadorias daqueles que estdo na zona aberta final a direita de
BE. O GAP pode ser interpretado de maneira similar.
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O prémio médio para a populagdo inicial geralmente é mais alto que para os
novos entrantes, devido ao efeito dos créditos de servicos passados. Mesmo se nio
existitem esses créditos, isso ainda ocorrerd, a menos que a férmula de calculo da
aposentadoria nao seja somente proporcional ao tempo de contribuicio, o que é bastante
incomum, especialmente em sistemas de previdéncia social. A seguinte relacio de
desigualdade portanto, sera mantida

AP1>GAP > AP2 (1.18)

Para facilitar a discussdo de “capitalizacao total” (ver secdo 1.13, acima) e para
estabelecer uma ligacdo com os métodos de financiamento de sistemas de previdéncia
ocupacionais — que serdo discutidos no capitulo 2 — ¢ instrutivo considerar um método
de financiamento hipotético onde a populagio inicial pagatia seu proprio prémio médio
(AP1), enquanto os novos entrantes pagariam o prémio médio deles (AP2). Isso ¢é
equivalente a um sistema onde a fung¢io contribuicio C(t) é a média ponderada de AP1
e AP2, sendo os pesos as respectivas fung¢des salario segurados, no tempo t, da populagao
inicial ¢ dos novos entrantes. Para fins de identificacdo, esse sistema sera chamado de
“método de capitalizacdo autbnoma” (Autonomous Funding System - AFS), embora
essa nio seja a terminologia padrio. A fungio C(t) iniciard em AP1 e gradualmente se
reduzird até AP2, quando a populacio inicial estara totalmente aposentada. A aliquota
de contribuicio nesse sistema ¢ portanto inicialmente mais alta que no GAP, mas no
final, mais baixa. Isso significa que uma maior reserva sera gerada sob o método GAP.

1.8. O Método da Capitalizagio Terminal

Entre os varios métodos de financiamento intermediarios, entre os métodos PAYG
e GAP, o método de capitalizagao terminal merece especial atencio. Esse método de
financiamento ¢ usualmente aplicado em beneficios oferecidos por sistemas de seguro
de acidentes de trabalho. Ele tem sido eventualmente aplicado também em sistemas de
previdéncia social. Esse método tem algumas vezes sido chamado de “avaliacio de capitais
constituintes”, em outras palavras, capitalizacio prévia total no momento de ocorréncia
da exigibilidade do prémio.

Facamos Ka(t)dt representar o valor capitalizado dos prémios no intervalo
(t,t +dt) . Entdo o valor presente dos gastos futuros com beneficios pode também ser

expresso em termos da funcio Ka(t), da seguinte forma:

J'0°°B(t)e‘5fdz = f: Ka(t)e™dt (1.19)

35



Financiamento da Previdéncia Social

Isso pode ser explicado utilizando-se o diagrama de Lexis (figura 1). Portanto,
aposentadorias pagas ao longo da linha BE sdo descontadas em dois passos: primeiro
para o ponto B e depois para o ponto C. Os lados esquerdo e direito da equagao (1.19)
sao portanto dois diferentes caminhos para descontar gastos futuros com aposentadorias.

A equagio fundamental de equilibrio (1.7) pode portanto ser expressa como:
® =5t 3, — [ -5t 1.20
J’O C()S(t)e’'dt = IO Ka(t)e™'dt (1.20)

Uma 6bvia solugdo para a equagio acima, denotada por TF(t), é:

TES(r) = X4

(1.21)

Isso resulta no método de capitalizagio terminal, assim chamado porque cada
aposentadoria ¢é capitalizada no momento da exigibilidade do prémio. Com referéncia
novamente ao diagrama de Lexis (figura 1), podemos observar que o método de
capitalizacdo terminal alcanca o equilibrio sobre as linhas tais como ACD, os ativos
vivos sobre AC suportam o custo dos beneficios dos inativos em CD.

Se a populagio inicial nio recebe créditos de servico passado, Ka(t) crescera
lentamente, de zero no inicio, até alcancar a maturidade demografica, apos o que ela se
estabilizard a taxa p +¥ . A TFS(t) exibira uma tendéncia similar, alcancando um nivel
constante no inicio da maturidade demografica. Se a populagio inicial se beneficia de
créditos de servico passado, a tendéncia inicial de crescimento serd moderada. Se o servico
passado ¢ totalmente creditado, TFS(t) poderd nio variar apreciavelmente com t, e o
sistema tenderd entdo para o método GAP.

A reserva V(N) representando o valor capitalizado das aposentadorias correntes é

dado por:

Vn)=e [ [Ka(t)-B@t)| e dt 1.22)
[l |

Na pratica, o método de capitalizacao terminal ndo operard em bases continuas,
mas sera aplicado a infinitos intervalos de tempo (por exemplo, periodos anuais). Sera
aqui denotado pelo acrénimo TES.
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1.9. Métodos Baseados em Periodos Sucessivos de Controle

Uma série completa de métodos de financiamento intermediarios, entre os métodos
PAYG e GAP, pode ser gerada dividindo-se a extensao de tempo do sistema de previdéncia
em intervalos sucessivos de duragdo limitada e determinando a aliquota de contribui¢ao
para cada intervalo de tal forma que a funcio reserva V(t) satisfaga uma dada condi¢io no

intervalo. Por exemplo, o periodo de maturidade financeira (0,w,) pode ser dividido em

dois intervalos h — nio necessariamente iguais — seguidos por um intervalo final (w,,).

Fagamos (n,m) denotar qualquer um destes intervalos. A equacio (1.4) pode ser
apresentada como a equagdo de equilibrio para este intervalo. Além disso, a expressio

para a funcio reserva em qualquer ponto intermediario # (n <u <m) — seguindo (1.5) sera
Vu)=V(n)e’"™ + f [C()S(t) -B()] &“dr (.23
n

Sujeita as condi¢bes basicas C(r)20 e V()20 , outras condi¢cGes podem ser
impostas sobre C(t) ou V(U). Por exemplo, se V' (n) =V (m) =0, 0 método de financiamento
¢ aquele da avaliacdo sobre varios anos no tempo ao invés de anualmente, como no
método PAYG. Uma reserva sera formada durante cada intervalo mas devera reduzit-se
a zero ao final do intervalo. A aliquota de contribui¢do (denotada por C) para o intervalo
sera dada por

" B(t)e ™ dt
ol
Inm S(t)e " dt

(1.24)

Uma outra variante especifica a “taxa de reserva” no tempo ¢ =m (Hirose, 1990).
HEssa taxa ¢ definida como
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A0
B(t)

(1.25)

Se o valor requerido da taxa de reserva ¢é k, , substituindo por V(M) em (1.4) e

simplificando, a seguinte expressio é obtida para a aliquota de contribuicao:

k,B(m)e " + I’" B(t)e'dt =V (n)e™"
C = n (1.26)

L’” S(t)e ™ dt

Mais rigorosamente, uma taxa de reserva minima devera ser requerida durante o
intervalo (n,m). Nesse caso, a aliquota de contribuicdo sera o maximo dos resultados da
aplicagdo da férmula acima para cada subintervalo (n,u) , n<m — na pratica, para

valores integrais de U.

Uma outra variante especifica a “taxa de equilibrio” em ¢ =m (ibid.). Essa taxa é
definida como

L - BO-Cs
SV ()

(1.27)

Hssa taxa indica quanto do rendimento das reservas, ou da propria reserva, €
usado para equilibrar as despesas correntes. Se 4 <0, nem mesmo o rendimento da
reserva esta sendo utilizado para este propésito; se 0 <A <1, a parcela da renda das

reservas esta sendo utilizada; e se A >1, estao sendo utilizados o rendimento das reservas

e a propria reserva. Se a taxa de equilibrio requerida em ¢ =m ¢é 4, , substituindo em
(1.4) obteremos, apds simplificacdes,

B(m)e™" +52, I’" B(t)e™®dt =S,V (n)e™
C= n

(1.28)

S(m)e™" + 82, I'" S(t)e ™ dt
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Novamente, mais rigorosamente, 4, deve ser especificada como um maximo da
taxa de equilibrio para o total do intervalo (n,m) . A aliquota de contribui¢do entdo sera
a maxima daquela resultante da aplicagdo da férmula acima para cada subintervalo (n,u),

n<u<m

O casoonde A=1 em 1 =m (com A< para n<t<m ) ¢ de particular interesse.
Isso significa que as reservas crescem no intervalo (n,m) e atende a um maximo local em
t =m . Isso corresponde ao chamado método do “prémio escalonado” que foi desenhado
por atuarios da OIT e largamente aplicado, particularmente, em paises em
desenvolvimento. Esse método sera tratado na se¢io 1.10 abaixo.

Uma férmula geral ligando a aliquota de contribuicdo no intervalo final (w,,),
denotado por 7T, com as func¢des despesa, salirio ¢ reserva em ¢ =w, podem ser derivadas
da seguinte forma:

A equagao de equilibrio em ¢ =w, pode ser escrita como
* -0z - -0z
Vw,)+ 7Z'IO S(w, +z)e **dz —J’O B(w, +z)e™*dz (1.9

Mas S(w, +z) =S(w,)e'”™* | com uma expressao similar para B(w, +z) , devido ao

status de maturidade financeira além de t=w,.

Substituindo e simplificando, o seguinte resultado ¢ obtido, sujeito a & > p +

Viw,)(6 = p —y) =B(w,) —nS(w,) (130)

1.10. Método do Prémio Escalonado

O método do prémio escalonado pode ser apresentado como um caso particular
do método baseado em periodos sucessivos de controle. Entretanto, esse método é
tratado independentemente nesta segao.

Na sua formulacio original (Zalenka, 1958) esse método foi concebido da seguinte
forma: uma aliquota de contribui¢do que deve equilibrar receitas e despesas durante um

periodo inicial limitado de anos (0,n,) — chamado de primeiro periodo de equilibrio — é

determinado, mas ¢ aplicado realmente sobre um petriodo muito curto (0,r,) durante o
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qual as reservas crescem continuamente e alcangam um maximo local em ¢=#n, . Uma
maior aliquota de contribui¢ao é entao determinada para um segundo periodo de equilibrio

(n,n,), sob a condigdao ¥ (n,) =V (n), mas ¢ aplicada durante um espaco de tempo menor

(n,n,) durante o qual as reservas crescem e alcangam um outro maximo local em ¢t =n,,
e assim por diante.

O termo “método do prémio escalonado” tem sido assim denominado pata indicar
aquele caracterizado por aliquotas de contribui¢do uniformemente crescentes em
sucessivos periodos de controle e um fundo de reserva nao decrescente (Thullen, 1964),

possibilitando a escolha direta dos intervalos (0,n,), (n,n,), € assim por diante, ¢ a

determinagio da respectiva aliquota de contribuicdo. Essa variante ¢ discutida abaixo.

Considere qualquer intervalo(n,m). Fagamos n(n,m) representar a aliquota de
contribui¢do neste intervalo. Assuma que as reservas alcancem um maximo local em

t=m, V'(m)=0. Substituindo na equac¢ao diferencial fundamental (1.3), a seguinte
expressao para a reserva final é obtida:

B(m)—n(n,m)S(m)
o

(1.31)

V(m)=

Substituindo (7) na expressao geral para as reservas (1.4) e simplificando, a
seguinte expressao ¢ obtida para o nivel de prémio no intervalo (n,m).

B(m)e™®" +5 I’" B(z)e ¥ dz -5V (n)e™

ﬂ(n,m) = (1.32)

S(m)e™®" +6 J"" S(z)e**dz

E possivel demonstrar que ¢ suficiente ocorrer duas condicoes, B'(t) >0 e B(t)/S(1)
ser fungao nio decrescente, para assegurar uma reserva positiva nao decrescente em
(n,m), como ¢ requerido. Em adicao, sob essas condi¢des, o nivel do prémio calculado de
acordo com a férmula (1.32) sera positivo e excedera o nivel de prémio calculado de
acordo com a mesma férmula no intervalo precedente (ver apéndice 5).

Supondo que o tempo total infinito do sistema de previdéncia seja dividido em
h+1 intervalos, o ultimo deles correspondendo ao periodo de maturidade financeira

(w,,0). Comecando de 1(0) = 0, a aplicacio repetida da férmula acima alternadamente

resultard em taxas de contribuicdo do prémio escalonado z(l)...7 (%) para cada um dos
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primeiros hintervalos e a reserva final correspondente. 7(h+1) pode entio ser expresso

em termos de (/) e da ultima taxa de contribuicao PAYG da seguinte forma:

Aplicando a férmula (1.31) para o A-ésimo intervalo,

V(w,)é = B(w,) —m(h)S(w,)

Por outro lado, devido a (1.30)

Viw)(6 —p —y) =B(w,) —m(h +1)S(w,)

Eliminando V(w,), a seguinte expressio ¢ obtida para mw(h+1):

x(h+1) = (h) é _p*rO Loty %’AYG* 1.33)

s 9 ds

Onde PAYG" denota o ptémio pay-as-you-go no financiamento da situagio de
maturidade.

Para completar esta se¢io, devemos mencionar uma outra variante do método de
prémio escalonado, onde a condi¢ao da reserva final é alterada da seguinte forma: a
forca do crescimento das reservas no fim de cada intervalo de tempo € igual a for¢a do
crescimento na situacao de maturidade financeira, isto ¢,

V'(t)=(p+y)V(t) ao fim de cada intervalo

Nesse caso, também a expressao para a aliquota de contribuigdo e para a taxa de
reservas — (1.31) e (1.32) — sio validas exceto que O seja substituido por & — p — ¥
Adicionalmente, z(h+1) =z (h) . As duas variantes do método de prémio escalonado sao
aqui identificadas pelos acronimos SCP1 e SCP2.
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1.11. Andlise e Comparagao dos Métodos de Financiamento

O problema do financiamento de um sistema de previdéncia pode ser apresentado,
essencialmente, como o de fixar as aliquotas de contribuicdo inicial e futuras em niveis
considerados aceitaveis pelas partes contribuintes e, a0 mesmo tempo, adequar a
acumulacao de reservas as necessidades de investimento projetados a capacidade de
absor¢ao da economia. Em adicao, por conveniéncia legislativa ou administrativa, a revisao
das aliquotas de contribuicio niao deve ser muito freqiente. Os varios métodos sao
analisados abaixo sob esta perspectiva.

Do ponto de vista do nivel de capitalizacao, o método PAYG esta na extremidade
mais baixa da escala de praticidade de métodos de financiamento para sistemas de
previdéncia, pois envolve uma continua eleva¢io na aliquota de contribuicao. Além disso,
aaliquota de contribui¢io alcancard um nivel relativamente alto quando o sistema alcangar
a maturidade financeira. Ao final, praticamente nenhuma reserva ¢ acumulada.

O método GAP tem a vantagem de ter uma aliquota de contribuicdo constante,
mas isso significa a necessidade de aplica¢do de uma aliquota relativamente alta desde o
inicio. Do ponto de vista do nivel de capitalizagao, é comum apresentar o método GAP
no extremo supetior da escala de praticidade de métodos de financiamento para sistemas
de previdéncia social. Assim, o sistema levara a acumulacdo de reservas substanciais.

O método da capitalizac¢ao terminal (TES) tem a caracteristica de que a reserva é
adequada para cobrir as despesas futuras com beneficios ja concedidos, embora isso nao
seja requerido para o financiamento de sistemas de previdéncia social.

O método de periodos sucessivos de controle fornece um equilibrio entre as
caracteristicas contrarias dos métodos PAYG e GAP. Portanto, a aliquota de contribui¢ao
pode ser mantida para limitados periodos de tempo, de tal forma que a revisao de aliquotas
¢ necessaria apenas a intervalos de tempo. Além disso, a acumulag¢do de reservas deve ser
moderada. E possivel razoavel flexibilidade na escolha dos intervalos de tempo, no
controle do nivel das aliquotas de contribui¢do e na acumulacio de reservas.

O método de prémios escalonados fornece um nivel de reservas nao-decrescente,
de forma que recursos considerados apenas teoricamente tém o rendimento de
investimentos realizados com a reserva, mas nao ela mesma. Portanto, é possivel investir
em ativos que nao necessitem jamais ser liquidados.

1.12. Ilustragcao dos Métodos de Financiamento

As figuras 3 a 8 do apéndice 2 ilustram as aliquotas de contribui¢do e as reservas
para os diversos métodos de financiamento discutidos acima. Para facilitar a comparagiao
entre métodos, as reservas sao apresentadas como multiplos da folha de salarios segurada
ao invés de o serem em termos monetarios. Os métodos PAYG e GAP, que sio pontos
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convenientes de referéncia, sio incluidos em todas asfiguras. As figuras 3 a 6 ilustram o
TES e o “método de capitaliza¢ao autonoma” (AFS), incluindo a sensibilidade desses
métodos para os créditos de servico passado. As figuras 7 e 8 estdo relacionadas as duas
variantes do método de prémio escalonado. Essas figuras sio baseadas no sistema de
previdéncia hipotético desenvolvido no apéndice 2.

A primeira compara¢do que pode ser feita é entre diferentes métodos de
financiamento, para um dado nivel de créditos de servico passado. Conforme é ilustrado,
existe uma regra que mostra que quanto mais baixa for a aliquota de contribui¢do no
inicio, mais altas serdo estas no final, e vice-versa. Com excecio do AFS, em todos os
métodos, a aliquota de contribui¢ao inicial esta abaixo do nivel daquela referente ao
método GAP, mas no final, ao contrario, todas as aliquotas superam aquela do método
GAP. Sob o método PAYG, as aliquotas iniciais sao as mais baixas, mas em compensag¢ao
as aliquotas finais sdo as mais altas. As aliquotas referentes aos métodos TES e SCP sao
intermediarias entre aquelas dos métodos PAYG e GAP, aos diferentes niveis. O método
AFS constitui exce¢ao, com aliquotas iniciais mais altas e tarifas finais mais baixas que
aquelas verificadas para o GAP.

Com respeito a acumulagao de reservas, quanto mais baixa a aliquota final de
contribui¢do, mais alto sera o nivel de reservas. Assim, o AFS produz a mais alta
acumulacao final, seguido pelo GAP. Os outros métodos produzem baixas reservas
finais, em ordem inversa as suas respectivas aliquotas finais de contribui¢o.

O efeito dos créditos de servico passado é particularmente significativo em relacdo
aos niveis relativos do AFS, GAP e TFS. O AFS aproxima-se do método GAP quando
nao existem créditos, mas diverge dele substancialmente se o servigo passado é totalmente
creditado. Em contraste, o TES aproxima-se do GAP quando existe crédito total do
servico passado — nesse exemplo ilustrativo os dois métodos sao idénticos — mas diverge
significativamente dele quando o servico passado nio ¢ creditado.

Essas diferentes tendéncias de aliquotas de contribuicdo e reservas implicam
diferentes niveis de transferéncias intergeracionais, dentro do ambito do sistema de
previdéncia como tal. O método PAYG gera o maior nivel de tais transferéncias. O AFS
pode ser colocado como o método com nivel zero de transferéncias dos novos entrantes
para a populacio inicial. Todos os outros métodos envolvem alguma medida de
transferéncia intergeracional, inclusive o método GAP. Podemos notar também que,
para um dado método, quanto mais generosos sao os créditos de servigos passados,
maiores serdo as transferéncias intergeracionais.

Uma comparagio instrutiva pode ser feita entre as reservas geradas por qualquer
dado método e aquelas geradas pelo TEFS. Conforme visto anteriormente, as reservas do
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TFES se igualam ao valor capitalizado das aposentadorias correntes. Quando as reservas
do método em questao excedem as reservas do TFS, o equilibrio é representado pelo
valor das reservas dos individuos ativos, isto é, ele é a seguranca dos direitos de beneficios
adquiridos daquelas pessoas que ainda nido se aposentaram. Embora esse ponto seja
mais relevante para sistemas de previdéncia ocupacional, deve ser notado que muitos
dos métodos de financiamento aplicados em sistemas de previdéncia social nao devem
gerar reservas suficientes nem mesmo para cobrir o valor do capital das aposentadorias
correntes. As reservas do método GAP geralmente fornecem alguma cobertura no que
se refere as pessoas ativas, embora isso deva ser insignificante quando créditos sobre o
total do servigo passado sdo concedidos para os entrantes iniciais.

1.13. O Conceito de Capitalizagdo Total
em Relagao ao Método GAP

O termo “capitalizacdo total” esta crescentemente sendo usado no contexto de
financiamento de aposentadorias. Entretanto, ¢ importante notar que o método GAP,
que estd no topo da escala de praticidade de métodos de financiamento na area de sistemas
de previdéncia social, nao ¢ em geral de capitalizacao total.

Um sistema de previdéncia € dito ser de capitalizacio total se as reservas acumuladas
em determinado momento sao, no minimo, iguais ao valor total dos beneficios adquiridos,
que incluem, além do valor do capital das aposentadotias correntes, o valor dos beneficios
a que tém direito os membros ativos até o momento em questao (Tilove, 1976, pp. 149,
152). Em outras palavras, se o sistema for encerrado, as reservas disponiveis e os
rendimentos futuros da aplicacdo desta, devem ser suficientes para pagar todas as
aposentadorias correntes até a exting¢do, bem como os direitos sobre beneficios futuros
ja adquiridos pelos membros ativos, devidos em qualquer momento sob as regras do
sistema e com especifica duragao. Devemos notat que quando um sistema de previdéncia
¢ descrito como sendo “totalmente capitalizado”, nio significa que o mesmo tenha
alcancado uma posi¢io totalmente capitalizada; significa que ele estd caminhando para
alcancar esse objetivo.

Existem, ¢ claro, algumas dificuldades técnicas em definir aposentadorias
adquiridas; por exemplo, se o futuro crescimento do salario segurado deve ser tomado
em conta e se a indexa¢do dos beneficios deve ser permitida. A parte esses problemas, a
questdao mais importante é se, para alguma defini¢io de beneficio adquirido, o método
GAP resulta em um sistema totalmente capitalizado.

Para responder a essa questdo, devemos lembrar que quando o servigo passado ¢é
totalmente creditado, o método GAP aproxima-se do método TES, com o resultado que
as reservas sdo praticamente iguais ao valor de capital das aposentadorias correntes. Isso
significa que as reservas disponiveis para os membros ativos serdo insuficientes para
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cobrir o valor de seus beneficios adquitidos sob qualquer definicio, tal que o método
GAP nio conduzira a uma posi¢ao totalmente capitalizada. De qualquer forma, foi visto
que quando ndo existem créditos de servico passado, o método GAP aproxima-se do
AFS. A discussio no capitulo 2 mostrarda que o AFS conduz a uma posicio totalmente
capitalizada quando a totalidade da populagio inicialmente segurada esta aposentada.

Assim, em termos gerais, o método GAP nio pode ser caracterizado como um
sistema de capitalizagao total, embora se aproxime disso quando, por exemplo, ndo sao
concedidos créditos de servico passado a populacdo inicial. Portanto, o rétulo
“capitalizagdo parcial” sera aplicado sem exceg¢ao para todos os métodos de financiamento
empregados na area de previdéncia social.
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2. FINANCIAMENTO DA PREVIDENCIA
OCUPACIONAL

2.1. Introdugao

Este capitulo trata de sistemas de previdéncia ocupacional que cobrem os
empregados do setor privado e que sdo de responsabilidade de empregadores individuais
ou criados através de negociagdes entre sindicatos e empregadores (planos
multipatrocinados). Os principios aqui discutidos sao também aplicaveis para os sistemas
puablicos de previdéncia em regime de capitalizagdo. O assunto nao sera tratado em
detalhes, pois o propésito é apenas indicar as principais diferencas entre sistemas de
previdéncia social e ocupacional no que se refere as formas de financia-los. Como no
capitulo 1, a discussdao sera limitada as aposentadorias baseadas em férmulas que sao
estritamente proporcionais ao periodo de contribuicio — especificamente, acumuladas a
razao de 1% ao ano — e ao salario final (na aposentadoria) do membro.

As caracteristicas basicas dos sistemas de previdéncia ocupacional — ao menos no
que se refere a beneficios de aposentadoria — ndo sao muito diferentes das caracteristicas
dos sistemas de previdéncia social, e as discussOes das se¢des 1.3 ¢ 1.4 podem ser
consideradas validas para os dois sistemas. Existe, entretanto, uma série de consideracoes
especiais que levam, na pratica, a ado¢io de sistemas de financiamento que sao diferentes
daqueles empregados na area de previdéncia social.

Assumiremos que os ativos dos sistemas de previdéncia ocupacional sdo separados
dos ativos do patrocinador e mantidos por este tltimo para beneficio dos participantes.
Essa separacio é desejavel para garantir os beneficios de aposentadoria
independentemente da satde financeira do patrocinador. Uma exce¢o, entretanto, é o
sistema de “book reserve”, sistema praticado, por exemplo, na Alemanha, onde as reservas
para aposentadorias sdo registradas na contabilidade do patrocinador, de tal forma que
os ativos previdenciarios sao de fato investidos no negocio do patrocinador; a garantia
de recebimento dos beneficios é fornecida por um seguro contra insolvéncia que o
patrocinador é obrigado a contratar de uma companhia de mutuo, sendo este seguro de
responsabilidade de todos os sistemas de previdéncia que adotam o book reserve.

Por razbes similares, o método PAYG ¢é geralmente considerado um método nao
adequado para o financiamento de sistemas de previdéncia ocupacional. Existe o risco
de o patrocinador (o empregador) tornar-se insolvente ou simplesmente fechar seu
negocio, situacio em que todos os direitos previdenciarios (existentes ou prospectivos)
seriam perdidos. Além disso, o empregador — que presumivelmente é o maior contribuinte
para o sistema — pode achar tal sistema inconveniente, do ponto de vista or¢amentatio,
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devido a dificuldade de acomodar gastos que crescem continuamente no tempo em seu
orcamento.

Novamente uma exce¢ao ¢ fornecida pelos sistemas de previdéncia complementar
na Franga, baseados no método de repartiao por pontos, que é efetivamente PAYG. Deve
ser observado, entretanto, que esses sistemas sao nacionais e compulsérios em cobertura,
de forma que o risco ¢ dividido entre os empregadores e, além disso, estao em avangado
estado de maturidade.

Conforme veremos, as obje¢es acima mencionadas para a aplicagdo do método
PAYG a sistemas de previdéncia ocupacional devem também valer para os varios métodos
de capitalizacio parcial discutidos no capitulo 1, porque em caso de descontinuidade do
sistema, o fundo de reserva disponivel devera cobrir apenas parcialmente os direitos de
aposentadorias adquiridos e — exceto para o método GAP — a aliquota de contribuicao
geralmente apresenta um tendéncia crescente no tempo. Além disso, esses sistemas
envolvem transferéncias intergeracionais, que so aceitaveis em sistemas de previdéncia
social, mas nio o sdo em sistemas de previdéncia ocupacional. Mesmo que esse conceito
nao se aplique para a contribuicao do empregador, o principio da acumulagio sugere
que o custo da aposentadoria de um empregado deve ser carregado durante todo o
petiodo de trabalho deste.

Por essas razoes, diferentemente de um sistema de previdéncia social, um sistema
de previdéncia ocupacional geralmente objetiva alcancar o equilibrio financeiro em bases
de “fundo fechado”, significando que somente os membros existentes entram na equagao,
excluindo-se futuros entrantes (geracio futura). Dessa forma, o equilibtio é estabelecido
independentemente do recrutamento de novos entrantes. Entretanto, contanto que
futuros entrantes estejam também, como grupo, em equilibrio financeiro, o sistema
também estarda em equilibrio atuarial como “fundo aberto”.

Neste capitulo, os termos “contribui¢cdes” e “taxa de contribui¢ao” referem-se ao
total de recursos financeiros alocados ao sistema, sem diferenciacio entre as parcelas do
empregador e do empregado. Na pratica, a aliquota de contribui¢do dos empregados é
freqlientemente fixada nos regulamentos e o pagamento do empregador é o montante
requerido para completar o total das contribui¢oes.

Quando o método PAYG ¢ excluido, é costume utilizar a palavra “capitalizacio”
ao invés de “financiamento”, e esta terminologia sera adotada neste capitulo. Métodos
de capitalizagdo sio também chamados de métodos de custo atuarial. Existe uma larga
variedade de métodos de custo atuarial e os principais métodos serdo brevemente
apresentados a seguir. Deve ser considerado, no entanto, que a escolha do método, em
qualquer caso particular, sera condicionada pelo sistema regulatério em vigor. Esses
regulamentos geralmente profbem a capitalizacdo insuficiente de maneira a assegurar
aos participantes o recebimento do beneficio que lhes é devido. Por outro lado, a medida
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que as contribui¢cbes previdencidrias sao normalmente isentas de impostos, a regulacao
em geral impede ou desencoraja o excesso de capitaliza¢io.

Os métodos de custo atuarial podem ser divididos em dois grupos: métodos
individuais ¢ métodos agregados. Nos métodos individuais, o resultado total ¢ obtido
pela soma dos resultados de todos os individuos; no método agregado, os custos sdo
determinados em base coletiva. Os métodos podem ainda ser divididos em métodos de
beneficios acumulados ¢ métodos de idade de entrada (Trowbridge e Farr, 1976, p. 35;
Bowers et alli, 19806, pp. 544, 546). Os métodos individuais serdo discutidos nas se¢des
2.2 a 2.7 abaixo, ¢ os métodos agregados na segio 2.8.

2.2. Métodos de Custo Individual

Os métodos de custo individual obtém inicialmente o equilibrio dos novos
entrantes ¢ em seguida consideram os ajustes requeridos pata alcancar equilibrio como
sistema fechado para a populagio inicial. Tomando as aposentadorias como exemplo, as
contribuicdes pagas pela nova geragao entrante durante sua vida ativa deve gerar o valor
de capital dos beneficios daqueles que alcancario a idade de aposentadoria. No diagrama
de Lexis (figura 1), o equilibrio deve ser alcancado ao longo de linhas tais como ABE.
Portanto, os beneficios daqueles sob a reta BE serio financiados por aqueles posicionados
no segmento 4B.

Por simplicidade, assumimos que todos 0s novos entrantes ingressam no sistema
com idade b e deixam a vida ativa na idade r. Fagamos K(X) representar a funcio de
contribuicdo relacionada a idade e F(X) a fungdo reservas por unidade de salitio no

momento da entrada no sistema (b<x<r). Assumamos que ambas as funcoes sao
continuas e diferenciaveis. A equagao de equilibrio no momento da entrada, por unidade
de salarios, pode ser escrita como:

J' VT s 22 K(Z)e 10y = 1)

r— bl“
y(r=b) —5(F—b)—
——Le a,
lOOZ S,
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onde [ representa a funcio tibua de permanéncia em atividade e s, a funcio
escala relativa de salarios, ambas consideradas continuas e diferenciaveis, ¢ g, ¢ uma

anuidade vitalicia continua pagavel aos aposentados, baseada na forca dos juros
0 — . Os parametros 0, Ye 3 foram definidos na se¢io 1.2 do capitulo 1.

A equacido acima pode ser simplificada e expressa em termos de fungdes
comutacionais, como se segue (ver apéndice 1 e equacio 6.4):

r- bDas(5 1) 7 P(5-P) 2.2)

}"

J'br D®C K (z)dz =

onde os indices a e P respectivamente denotam fungdes relacionadas a pessoas
ativas e aposentadas. O indice S denota a incorporacio da fungio escala salarial S e
finalmente o indice entre parénteses especifica a forca fundamental dos juros.

Assumindo que a experiéncia coincide com os pressupostos iniciais, a fun¢ao
reserva na idade X por unidade de salario inicial pode ser derivada acumulando as
contribuicoes pagas da idade b até a idade X, como segue:

F(x)= I 2 K( Ye' Fe’ N @3)

e simplificando e expressando em termos de fungdes comutacionais segue-se:

DaS(5 )

F()C) 85(x b)I K(Z)dZ (2.4)

Das(5 7)

-5 (x=b)

Multiplicando-se ambos os lados por e e diferenciando ambos os lados em

relacdo a X,

aS(5—7)

[F'(x)=0F(X)|e?"™" ==_—K(x) e9

Das(S—y)

Isso fornece a seguinte expressio para K(X)

DaS(5 ~7)

K()C) = Das(5 v)

— _[F'(x)=S8F(x)] e (.6)
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2.3. Métodos de Custos de Beneficios Acumulados

Os métodos de custos de beneficios acumulados (também conhecidos como
métodos de créditos capitalizados) capitalizam em cada intervalo de tempo a por¢ao do
ultimo beneficio de aposentadoria ganho no intervalo. Assumindo que a experiéncia
coincida com as proposicoes iniciais, isso automaticamente levara o fundo de reserva
F(X) a igualar-se ao valor presente provavel da por¢io do ultimo beneficio acumulado
até aquela idade. Das varias variantes possiveis, selecionamos as duas seguintes para
efeito de ilustracgio:

(@)  a aposentadoria acumulada é baseada no trabalho corrente e no salario
corrente, com indexa¢io permitida apds a concessdo da aposentadoria: referir-
nos-emos a esta variante na discussao a seguir como ACCl;

(b)  aaposentadoria acumulada ¢ baseada no trabalho corrente e o no saldrio
projetado vigente a época da entrada em aposentadoria, com indexa¢io permitida
apos a concessdo: esta variante sera referida como ACC2.

Mérodo de custo de beneficios acumulados ACC1

O valor provavel da por¢ido da aposentadoria acumulada até a idade X, por unidade
de salario inicial, ¢ dado por:

F(x)= X0 -b la ! () =8 (r ) la —rp(5—ﬂ) 2.7)
100 la Sb l;l

que, apos simplificacoes, resulta em termos de fungdes comutacionais

Da(5)
(x)_ %(ﬁé)(x—b)gl r__ 7P 2.8)
100 s, DI
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-5 (x=b)

Multiplicando-se ambos os lados por e , diferenciando-os em relagio a X e

substituindo em (2.6), obteremos a seguinte expressido para K(X):

a®) [] 2l
K= 2l q o Gy e
100 Dx |:| Dgx UD

A expressao acima pode ser interpretada considerando o montante de contribuigao
K(X)dx no intervalo (x,x+dx) por unidade de salirio corrente. A parcela entre colchetes

multiplicada por OX deve representar o crescimento nas contribui¢des (como percentagem
do salario corrente) no intervalo, a qual possui dois componentes: o percentual da

contribui¢io ja acumulada (x -b) crescendo a proporgio (s, /s, +y)dx em virtude do efeito
combinado da escala de salarios e do crescimento salarial; e a percentagem dX referente
ao trabalho no mesmo intervalo.

Mérodo de custo de beneficios acumulados ACC2

A tnica diferenca do ACC1 é que na expressdo (2.7), s.e’“™ deve ser substituida

7" Apés simplificagdes, a seguinte expressio é obtida para F(X) no caso de

as(6-y)
5(x=b) —p(6-P)
F(x)= 100 % % (2.10)

A diferenciacio em relagdo a X e a substituicao em (2.6) resulta, apos simplificacdes,

por s.e

ACC2:

as(6-y)
1 D C—lp(cS B) (2.11)
100 D"S(5'”

K(x) =
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2.4. Métodos de Custo da Idade de Entrada

Métodos de idade de entrada (também chamados métodos de beneficios
projetados) procuram estabelecer um montante ou taxa de contribuicio em fung¢io da

idade de entrada. Nesse caso, K(x)=K(b) para todos os valores de X. Da equacao de
equilibrio (2.2) acima, a seguinte expressiao ¢ obtida:

— as(6-y)
_r b D, Z70P) (2.12)
100 J'FD;IS((S-Y)dZ
b

K(b)

que também pode ser expressa como:

_p asan)
_r=b D pep) 213)
100 N
b

K(b)

onde
— _ 14 _
N;IS(5 Y) :J‘ DZaS(5 V)dZ
X

Assumindo que a experiéncia coincide com os pressupostos iniciais, a fun¢ao
fundo de reserva serd entdo dada por:

s J‘bx chzs(5_Y)dZ
F(x)=e K(b) D)

(2.14)
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que pode ser expressa ainda como:

s (8-7) _ ATas(8-y)
N, N’
as(5-7)
D,

(2.15)

F(x)=e’“""K(b)

Esse método de custo atuarial sera referenciado pelo acrénimo ENT. Se todas as
coortes ingressam no sistema na mesma idade b, K(b) serd o prémio médio para todos
0s novos entrantes, isto €, o prémio AP2 discutido na se¢ao 1.7 do capitulo 1.

As figuras 9 e 10, baseadas no sistema hipotético de aposentadorias desenvolvido
no apéndice 2, ilustram o funcionamento de trés métodos de custo atuarial durante o
periodo de contribuicdo de uma coorte entrando na idade de 20 anos e aposentando-se
na idade de 65 anos. Os grificos da funcio K(X) na figura 9 mostram que os trés métodos
acumulam o beneficio de aposentadoria da coorte a diferentes ritmos. A figura 10 ilustra
a formacao do fundo de reserva para fazer face ao valor de capital das aposentadorias
durante toda a vida contributiva da coorte; o declive da cutva em ordem descendente é
dada por ENT, ACC2, ACC1, refletindo o ritmo relativo de acumulagio.

2.5. O Passivo Atuarial Inicial e seu Pagamento

Ap06s lidar com o problema do equilibrio financeiro dos novos entrantes, os
métodos de custos atuariais individuais consideram o ajustamento requerido para alcangar
o equilibrio financeiro do tipo fundo fechado para a populagio inicial.

O “custo normal”, como uma func¢ao do tempo, refere-se as contribui¢oes normais
pagaveis pelos membros ativos, baseadas na funcdo de contribuicio relacionada a idade
K(X). Essas contribui¢cdes, entretanto, nio sio suficientes para produzir um equilibtio
para a populagio inicial se a totalidade dos créditos de servigo passado sao concedidos.
O déficit atuarial inicial originario desses créditos ¢ denominado “passivo atuarial
inicial.”Esse valor pode ser apresentado como o custo do sistema que ndo sera coberto
por contribuicoes futuras de “custo normal”, ou — se o servico passado é totalmente
creditado — como se o0 método de custos atuariais tivesse estado sempre em funcionamento
(Trowbridge and Farr, 1976, pp. 23-20).
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A pratica usual do patrocinador com relagdo ao passivo atuarial inicial é efetuar
pagamentos especiais acima das contribui¢des do “custo normal” para o sistema.
Tipicamente, o nivel de pagamentos serd ampliado por determinado periodo de anos,
conforme requerido pela legislacio, terminando este periodo antes que a populacdo
inicial total tenha entrado em inatividade.

Alternativamente, esse passivo pode ser amortizado, durante a vida ativa da
populagao inicial segurada, por um percentual dos salarios da populagio segurada total
ou apenas da popula¢io inicial. Um método extremo de amortizar a passivo atuarial
inicial pode ser o de pagar somente os juros sobre esse passivo, sem que seja efetuado o
pagamento do capital. Devera ser observado que quando os planos de amortizagiao
acima mencionados sio combinados com o método ENT, o sistema resultante
corresponderd, respectivamente, aos métodos AFS e GAP discutidos no capitulo 1.

No caso extremo, em que nenhum crédito de servico passado ¢ concedido a
populacio inicial, o passivo atuarial inicial — definido nesse caso como o custo das
aposentadorias a serem pagas em virtude do trabalho futuro, que nao serdo cobertas por
contribui¢des normais futuras — podera ser negativo para certas idades da populagio
inicial, dependendo do ritmo de capitalizacdo em relacio a idade do método de custo
atuarial especifico (ver figura 9). Dependendo possivelmente também da distribuicao de
idade da populagio inicial, isso podera levar a um passivo atuarial inicial total negativo.
De qualquer forma, quando sdo concedidos créditos de tempo de servico passado parciais,
resultando em um passivo atuarial inicial total positivo, isso podera ser manipulado da
mesma forma como descrito acima.

2.6. Comparacao entre Métodos de Custos Individuais e Métodos de
Financiamento de Sistemas de Previdéncia Social

Para comparar os métodos de custos atuariais com os métodos de financiamento
de sistemas de previdéncia social é necessario caracterizar cada método por uma fungao
contribuicio C(t) e uma funcio reservas V(t), dependentes da variavel tempo (t). A
funcio contribuicao relacionada com o tempo deve incluir dois componentes:

(@  acontribuicio do “custo normal”, que deve ser uma média ponderada da
funcio contribuicao relacionada a idade K(X), baseada na distribuicao dos salarios
segurados por idade no tempo t; e

(b)  a contribuicio adicional para amortizar o passivo atuarial inicial, isto €, o
pagamento devido no tempo t, expresso como percentual da folha de salarios.
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Como no capitulo 1, para propésito de demonstragio, assumiremos que as
projecdes elaboradas no inicio de funcionamento do sistema foram totalmente
confirmadas. Portanto, qualquer ajustamento subseqiiente para acomodacao de ganhos
ou perdas atuariais serdo ignorados, embora na pratica saibamos que ajustamentos
certamente serdao requeridos.

A funcio contribuicio relacionada ao tempo devera obviamente ser afetada pelas
caracteristicas demograficas e econémicas da popula¢io inicial. As figuras 11 e 12
relacionam-se ao sistema de previdéncia desenvolvido no apéndice 2. Assumiremos que
os entrantes iniciais recebem o crédito integral pelo tempo de servigo passado. Como o
propésito € ilustrar os métodos de capitalizacio e compata-los com os métodos de
financiamento de sistemas de previdéncia social, os fundamentos e pressupostos aqui
utilizados devem ser idénticos aqueles utilizados na demonstracio dos métodos de
financiamento no capitulo 1, embora na pritica os fundamentos de um sistema de
previdéncia ocupacional devem diferir daqueles préprios de um sistema de previdéncia
social — por exemplo, os fundamentos dos sistemas de previdéncia ocupacional devem
incorporar a possibilidade de saidas do sistema por desligamento, que normalmente
estao ausentes nos fundamentos atuariais dos sistemas de previdéncia social.

Além dos métodos de beneficios acumulados (ACC1, ACC2) e de idade de entrada
(ENT), o método GAP ¢ incluido para servir como ponto de referéncia. Os métodos de
custo demonstrados ACC1, ACC2 e ENT resolvem o problema da obriga¢ido inicial
acumulada através de pagamentos que se estendem por toda a vida ativa dos entrantes
iniciais mais jovens.

Observamos que as contribuicoes relacionadas ao tempo serdo inicialmente bem
superiores as do GAP; em ordem crescente seriam ENT, ACC2, ACC1, e apenas
eventualmente elas seriam fixadas a um nivel abaixo do GAP, obedecendo a mesma
ordem de forma inversa. Uma descontinuidade ocorrera na fun¢ao contribuicio quando
a amortizacdo da obrigagao inicial cessa.

Como conseqiiéncia das tendéncias nas contribuicGes relacionadas ao tempo, as
reservas acumuladas dos métodos de custos atuariais sao substancialmente mais altas
que aqueles relativas a0 GAP, em ordem inversa aos niveis de taxas de contribui¢o.

2.7. Avaliagao dos Métodos de Custos Atuariais Individuais

Todo método de custo atuarial pode ser julgado sob certo critério (Lee, 1986,
pp- 156-160), incluindo em particular:

. estabilidade: quao elastica ¢ a taxa de contribuicao para o “custo normal”
relativamente a mudangas na distribui¢do etaria da populagao ativa?

56



Financiamento da Previdéncia Ocupacional

. durabilidade: quio elastica € a taxa de contribuicio para o “custo normal”
relativamente ao fechamento do sistema para novos entrantes?

. seguranca: quio favoravel ¢ o fundo de reserva relacionado ao tempo,
comparativamente aos beneficios acumulados de seus membros?

Da figura 9 do apéndice 2, pode ser inferido que se a distribui¢do etaria da populagio
ativa desloca-se para cima, a taxa de contribuicdo para o “custo normal” nio devera ser
afetada no método ENT e levemente afetada no método ACC, mas consideravelmente
afetada (acrescido) no método ACC1. No evento de fechamento do sistema para novos
entrantes, o efeito sobre ACC1 e ACC2 sera similar, entretanto, mais intenso, enquanto
que no método ENT a taxa de contribui¢io para o custo normal novamente nao sofrera
alteracdo. Portanto, o ranking de estabilidade e durabilidade dos métodos é: ENT, ACC2,
ACC1, em ordem descendente.

Em relacio ao aspecto da “seguranca”, devido a forma como sao desenhados, os
métodos de custos de beneficios acumulados produzirdo automaticamente, em relagao
208 NOVOs entrantes, reservas que cobrirdo os “beneficios acumulados” de acordo com
a definicao especifica. Deve ser ressaltado, entretanto, que a definicio do método ACC1
para beneficios acumulados é comparativamente menos generosa e esse método deve,
em certas circunstancias, ser considerado como nao fornecendo seguranca adequada.
Com respeito aos métodos de idade de entrada, a figura 10 do apéndice 2 mostra que o
ritmo de capitaliza¢iao sob o método ENT ¢ mais veloz. Isso sugere que o método ENT
deve produzir, para novos entrantes, reservas que excedem os préprios beneficios
acumulados de acordo com a definicao ACC2.

O nivel de “seguranca” fornecido aos novos entrantes deve ser assegurado a
populagio inicial somente quando o passivo atuarial inicial tiver sido totalmente liquidado.
Em outras palavras, ao alcancar aquele estdgio o “passivo atuarial ndo garantido por
fundos” do sistema devera ter sido eliminado. O sistema devera neste momento alcancar
a assim chamada “capitalizacio total”.

2.8. Métodos de Custos Agregados

Como ja mencionado, os métodos de custos agregados determinam a func¢ao taxa
de contribui¢io relacionada ao tempo em base coletiva. Entre varias possiveis variantes,
a seguinte ¢ selecionada para ilustracao.

Nesta variante (Trowbridge e Farr, 1976, p. 55: Tilove, 1976, p. 157), a func¢io taxa
de contribuicdo relacionada ao tempo ¢ situada a um nivel em que deve assegurar o
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equilibrio financeiro em termos de sistema fechado, para o sistema em questio naquele
momento, levando em conta as reservas acumuladas. Portanto, sejam:

PVB(t) = valor presente dos beneficios futnuros dos membros ativos excistentes (excluindo novos
entrantes além da data em consideracdo) e inativos existentes;

V() = fundo de reservas acumnladas;

C(t) = fungio taxa de contribuicdo relacionada ao tempo. Entdo:

_PVB() -V (1)
PVS(1)

(2.16)

C(t)

Para um novo sistema comecando com zero de reservas, a funcio taxa de
contribui¢do relacionada ao tempo comecara em AP1 e se reduzird suavemente e
assintoticamente até AP2. Essa variante de método agregado é denominada AGG.

Quando comparada ao método ENT, o método AGG tem o passivo atuarial
inicial acumulado considerado internamente ao método ao invés de trata-lo
separadamente. Com efeito, o passivo atuarial inicial serd amortizado a taxas decrescentes.
Uma vez que esse passivo estiver totalmente amortizado, esse método devera tornar-se
idéntico ao método ENT e alcancgard a capitalizacio total.

Devemos lembrar que o método de capitalizagio autonoma “AFS” (ver se¢do 1.7
do capitulo 1) alcanca o mesmo resultado que o método AGG, mas através de uma
diferente funcio contribuicao relacionada ao tempo aplicada durante toda a vida ativa da
populac¢io inicial. Posteriormente, quando a populacio inicial estiver totalmente
aposentada, o método AFS se tornara idéntico ao método ENT e estara portanto
totalmente capitalizado ao alcangar este estagio.

O método AGG ¢ ilustrado nas figuras 13 e 14 do apéndice 2, em relacdo aos
métodos AFS e ENT.

Uma outra versio do método do custo agregado, que corresponde ao método de
sucessivos perfodos de controle — veja se¢ao 1.9 do capitulo 1 — é baseado em projecoes
futuras de despesas e salarios dos segurados, que sao estabelecidos da mesma forma que
nos sistemas de previdéncia social. A aliquota de contribuicao para o intervalo (n,m),
computado em ¢ =n, levando em conta as reservas disponiveis devera ser tal que produza
uma reserva final que alcance uma propor¢ao especifica dos compromissos atuariais
projetados até ¢ =m. Dessa maneira, o passivo atuarial inicial pode ser progressivamente
amortizado nos sucessivos intervalos de tempo.
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2.9. Conclusao

Hste capitulo nos mostra que os métodos de capitalizagio aplicados aos sistemas
de previdéncia ocupacional sao essencialmente uma extensio da familia dos métodos de
financiamento aplicados aos sistemas de previdéncia social, com o método GAP na
fronteira entre as duas séries de métodos.

Os métodos dos sistemas de previdéncia ocupacional objetivam alcangar o estagio
de capitalizacdo total em um periodo de tempo razoavel e finito, o que por outro lado,
nao é o objetivo dos sistemas de previdéncia social. Em outras palavras, sistemas de
previdéncia ocupacional sdo consideravelmente mais previamente capitalizados que os
sistemas de previdéncia social. Isso se traduz na pratica em padroes contrarios de fungoes
contribuicdo e reservas relacionadas ao tempo. Os métodos de financiamento de
previdéncia social produzem aliquotas de contribuicio que sdo inicialmente mais baixas
que no GAP mas, posteriormente, mais altas. Por outro lado, os métodos de capitalizacao
de sistemas de previdéncia ocupacional geram aliquotas de contribuigdo inicialmente
mais altas que as do GAP mas, posteriormente, mais baixas. Como conseqiiéncia, sistemas
de previdéncia social geralmente acumulam reservas mais baixas que o método GAP,
enquanto que os sistemas de previdéncia ocupacional acumulam reservas mais altas.
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3. TOPICOS AVANCADOS EM FINANCIAMENTO DE
SISTEMAS DE PREVIDENCIA SOCIAL

3.1. Introdugio

HEste capitulo analisa em maiores detalhes as caracteristicas dos sistemas de
previdéncia social e os métodos de financiamento proprios destes sistemas. Serdo
discutidas as conseqiiéncias do relaxamento da simplificacdo de alguns pressupostos
feitos no capitulo 1. O efeito da determinagdo de parametros sera ilustrado por meio da
observacio da sensibilidade de alguns prémios as mudangas em valores paramétricos. O
capitulo trata finalmente, das questao da indexacao de aposentadorias e das restri¢oes ao
grau de capitalizacio.

3.2. As Técnicas de Projegio e de Valor Presente

Existem duas técnicas atuariais para a analise de um sistema de previdéncia: as
abordagem da projecio e a do valor presente. Tomando-se como referéncia o diagrama
de Lexis (figura 1), a abordagem da projeciao concentra-se nas linhas verticais, enquanto
que a do valor presente concentra-se nas linhas diagonais. Ambas as técnicas, entretanto,
conduzem aos mesmos resultados ou conclusées se forem aplicadas as mesmas zonas
do referido diagrama.

A anilise desenvolvida no capitulo 1 foi baseada na abordagem da projecao, tendo
sido utilizados como elementos basicos a fungio despesas B(t) e a funcio salarios
segurados St), introduzidas na secio 1.4. O capitulo 2, por outro lado, foi baseado na
técnica do valor presente — desde que os métodos de custos atuariais discutidos nas
secoes 2.2 a 2.4 alcancavam o equilibrio ao longo das diagonais — mas a passagem na
secio 2.5 e posteriores, com relacdo as fungdes taxa de contribuicio e reservas, ambas
dependentes do tempo, foram explicitamente baseadas na equivaléncia das duas técnicas.

Neste capitulo recorreremos as duas abordagens, na medida em que se
fizer necessario para analisar as propriedades de varios métodos de financiamento.
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3.3. Extensio da Teoria para Aposentadorias por
Invalidez e Pensées.

O tratamento no capitulo 1 foi limitado aos beneficios de aposentadoria por idade
e tempo de contribui¢io. No entanto, sistemas de previdéncia social geralmente também
cobrem riscos associados a invalidez e morte, e fornece beneficios de aposentadoria por
invalidez e pensdo por morte (conjuge sobrevivente e 6rfaos) decorrentes do falecimento
de individuos cobertos pelo sistema que morreram durante a vida ativa ou durante o
gozo de beneficio de aposentadoria por idade, tempo de contribui¢io ou invalidez.

O conjunto de pessoas participantes de um sistema de previdéncia pode ser
entendido como sendo constituido de varias subpopulacoes distintas. No capitulo 1 as
subpopulagbes de ativos segurados e aposentados por tempo de contribuicdo foram
introduzidas. Aposentados por invalidez constituem uma outra subpopulagao que cresce
pelo fluxo de novos invalidos e se reduz pelo falecimento dos invalidos existentes. A
forca decremental da invalidez aplicavel para pessoas em idade ativa, tal qual a forca da
mortalidade, é especifica para género e idade.

Da mesma forma que no caso das subpopulagoes de ativos e aposentados por
tempo de contribui¢io, discutida na se¢do 1.3, a subpopulacido de aposentados por
invalidez, para um novo sistema de previdéncia, esta sujeito ao pressuposto da constancia
de determinados parametros, os quais crescem equilibradamente a partir de zero até
alcancar a maturidade. Nesse momento, essa populagao tera alcangado uma distribuicao
etaria estavel e uma forga de crescimento constante e igual aquela dos ativos e dos
aposentados por idade e tempo de contribuicio (0). Devemos notar entretanto que,
neste caso, o tempo despendido para alcangar esse estado serd mais longo. Isso se deve
ao fato de que o elemento incremental, constituido por novos invalidos, somente se
tornara estavel quando a populac¢io ativa alcancar a maturidade; o invalido mais jovem
naquele momento alcangard o limite de idade antes que o total da subpopulagiao de
invalidos torne-se estavel.

Considerac¢Ses similatres aplicam-se aos sobreviventes (conjuges e 6rfios), mas o
tempo necessario, neste caso, para alcancar a maturidade sera ainda mais longo. No caso
de conjuges, o elemento incremental, constituido por novos vitivos(as), se tornara estavel
somente quando as outras trés subpopulagoes (ativos, aposentados por idade e tempo
de contribuicio e aposentados por invalidez) tornarem-se estaveis; o viivo(a) mais jovem
naquele momento alcancara o limite de idade antes que a subpopulacdo de vitvos(as)
alcance a estabilidade. No caso de 6rfaos, o 6rfio mais jovem no momento acima
mencionado alcang¢ara o limite maximo de idade para o recebimento de pensio por
morte.

Portanto, a inclusao de aposentadotias por invalidez e pensio por morte nao
afetard a tendéncia basica das funcdes despesas e salatios discutidas na se¢io 1.4, exceto
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que o tempo necessario a maturagao financeira seja correspondentemente estendido. A
teoria do financiamento dos sistemas de previdéncia social desenvolvida no capitulo 1
para aposentadorias por idade e tempo de contribuicdo, portanto, aplica-se igualmente a
um sistema de previdéncia social abrangente que conceda, além daqueles beneficios, os
beneficios de aposentadoria por invalidez e pensdo por morte.

Para fins de demonstracdo, continuaremos a fazer referéncias a aposentadorias
poridade e tempo de contribui¢io somente, ficando implicito que os resultados aplicam-
se também a aposentadorias por invalidez ¢ pensdes, a menos que o contrario seja
claramente indicado.

3.4. Entrada Multipla e Idade de Aposentadoria

O tratamento no capitulo 1 foi baseado no pressuposto que todos os novos
entrantes ingressariam no sistema em uma tnica idade de entrada. No entanto, os mesmos
argumentos aplicam-se para outras idades de entrada e, dado que a forca do crescimento
do niimero de novos entrantes () ¢ a mesma para todas as idades, a soma dos resultados
para as varias idades de entrada apresentara a mesma tendéncia caracteristica.

Da mesma forma, no capitulo 1 uma idade de aposentadotia uniforme foi assumida.
No entanto, se as aposentadorias podem ocorrer em uma grande variedade de idades,
tendo como limite apenas uma dada idade maxima para aposentadoria, e dado que a
forca da entrada em aposentadoria em cada idade é constante no tempo, por analogia
com o caso das aposentadorias por invalidez, podemos deduzir que o fato das
aposentadorias ocorrerem também sobre uma larga faixa de idades nio afetara as
tendéncias basicas e a teoria desenvolvidas no capitulo 1.

Para fins de ilustracio, continuaremos a fazer referéncia a uma unica idade b de
entrada no sistema e a uma unica idade I' de entrada em aposentadoria, entendendo-se
que os resultados apresentados sao validos também para situagdes de multipla entrada
no sistema e de varias idades de entrada em aposentadoria.

3.5. Expressées para Fungées de Novos Entrantes

Até que um sistema de previdéncia alcance a maturidade financeira, seu
desenvolvimento financeiro sera influenciado pelas caracteristicas demograficas e
economicas especificas da populacio segurada inicial.
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Uma discussao mais profunda de um sistema de previdéncia, particularmente a
analise do efeito de determinados parametros, é consideravelmente simplificada em uma
situaciao de maturidade financeira, quando a populagio inicial tem desaparecido de cena.
Nesta se¢ao serdo desenvolvidas varias fungdes relacionadas a novos entrantes que
aplicam-se igualmente a situa¢oes de maturidade.

Fungoes relacionadas a coorte entrando no tempo t

Facamos {I{},b<x<r, representar a tabua de servico para pessoas ativas e

{I”},r<x<w, denotar a tibua de sobrevivéncia para pessoas aposentadas, onde b
representa a mais baixa idade de entrada no sistema, I' a mais alta idade de entrada em
aposentadoria e W o limite de vida.

Consideremos os novos entrantes na idade b que serdo aposentados na idade r.
Assumiremos como na se¢ao 1.2 que o nimero de novos entrantes no intervalo de
tempo (0,dr) é dt e que o salario destas pessoas, no momento de entrada no sistema, é de
uma unidade.

Assim, os novos entrantes no intervalo (z,¢+dt) alcancario um total de e”dt e o
salario destes novos entrantes no momento da entrada sera de ¢’ unidades, onde p é a

forca do crescimento de novos entrantes ¢ ¥ ¢é a forca de crescimento dos salarios
devido ao mérito.

As seguintes expressoes sao relativas a varias entidades relacionadas ao total de
novos entrantes recrutados no tempo f. Elas sdo derivadas dos primeiros principios e
expressas em termos de fungdes comutacionais e de anuidades onde os indices superiores
a e p denotam respectivamente fungoes relacionadas a individuos ativos e aposentados,
o indice s indica que a funcao salirios devido ao mérito s, esta incorporada e o indice entre
parénteses especifica a for¢a basica dos juros.

(@ O valor presente provavel, no momento da entrada do participante no
sistema, de uma anuidade no valor de uma unidade monetaria por ano, pagavel no
momento da entrada deste individuo em aposentadoria:

a
o rlie—é(z—b)dz — ept—a(5)

b la b:rTb| 1)
b
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(b) O wvalor presente provavel, no momento da entrada do participante no
sistema, de uma unidade no valor de uma unidade monetaria por ano, pagavel
durante toda a vida do participante apos aposentat-se:

[ sy oI 5. D) _
e’ Le o b)I “e 0ET g7 = o — a’® (.2)

(c) O valor presente provavel, no momento da entrada do participante no sistema,
dos salarios segurados, com possibilidade de progressao salarial S e crescimento
do nivel geral de salarios a forca y:

Pl s B) —5(2— —as(6-
epteytj' ia_zey(z b) p=0(z70) 1, = e(pﬁ)ta;% 7) 3.3)
b1 s, =]

(d) O valor presente provavel, no momento da entrada do participante no sistema,
de um beneficio de aposentadoria adquirido a razdo de 1 por cento ao ano do
salario final, por ano de trabalho, com possibilidade de indexa¢io com for¢a 3:

— a P

o I =DL S, o (0 =3 () IW l PG B gy =
r [P
;

100 ¢ s,
as(6- 3.4)
7=b e D —aep) (
100 D

Fungoes relacionadas a populagdo ativa e aposentada
existente no tempo t

Para obter expressdes para a populagio ativa, denotada por A(t) e para a populagio

aposentada, denotada por R(t), detivadas da entrada de novos segurados ingressando no
sistema com idade b e para funcdes salatios segurados e despesas com beneficios
correspondentes a Jt) e B(t), faz-se necessario apresentar cada uma destas funcoes

como integrais das fun¢des Ac(x,t), Re(x,t), Sa(x,t) e Be(x,t) relacionadas as variagOes

apropriadas de X, onde X representa a idade.
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A seguinte expressao para Ac(x,t) e para as demais fun¢des sdo obtidas através

da observacao de que elas sio derivadas da coorte entrante no sistema no tempo ¢ —(x —b),

p(t=x+b) v (t—x+b)

a qual possui uma quantidade de pessoas igual a e e salarios no montante de e

unidades no momento da entrada. Para este grupo as seguintes suposi¢Ses sio validas:
(i) sobrevivéncia da idade b até a idade X — de acordo com a tibua de sobrevivéncia até a
idade de aposentadoria I' e de acordo com a tibua de sobrevivéncia para aposentados a
partir do momento em que esta ocorrer; (i) progressao salarial de acordo com a fungao
escala de saldrios; e (iii) indexagdo das aposentadorias apds a concessiao do beneficio
com forca 3:

p(t=x+b)

(@  Numero projetado de sobreviventes de e entrantes na idade b até a

idade ativa X:
( » a Da(P)
— pt=x+D) “x_ — pt by
Ac(x,t)=e T e D (3.5)
b b

(b)  Montante de salarios projetados de Ac(x,r) pessoas, partindo de uma

unidade salarial na idade X, e reajustada de acordo com a func¢ao s, de escala
salarial e crescimento devido ao mérito com for¢a y:

— Sy vt — (pnt DsS(p)
Sa(x,t) = Ac(x,t) = e’ =e NG (3.6)
b b

p(t-x+b)

(0 Numero projetado de sobreviventes de e entrantes na idade b, até a

idade de aposentadoria X:

a p a(p) nyr(p)
p(t—x+b)lle — pt Dr Dx

a 1p a(p) myr(p)

Re(x,t)=e (-7

(d)  Montante projetado de aposentadorias de Re(x,r) pessoas, computadas
como (r —Db) por cento do salario — na idade de aposentadotia I' — resultante da
unidade salatial na idade de entrada b ajustada de acordo com a funcio de escala

salarial s, e escalonada com forca V¥, tais aposentadorias sendo indexadas com
forca B
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Be(x,t) = Re(x,t) —— r=bs, e’ TP =
100 s,

= b (p+y)t D:IS(p) Df(pw—ﬂ) (3.8)

100 D;S(p) Drp(Pﬂ’—ﬂ)

Integrando as funcdes AC(X, t) e SA(X, t) em relacio a X sobre o intervalo (b, ) e
as funcoes Re(x,t) e Be(x,t) sobre o intervalo (r,w), as seguintes expresses serdo
obtidas:

(a) Nuamero total de ativos vivos no tempo t:

pt—a(p)
A(t)=e"a = (3.9)

(b)  Numero total de aposentados no tempo t:

DeP) B
R(t)=e" —= a’” (3.10)
D,

(0 Montante total de salarios no tempo t:

S(t) = e’ g bas(’;f (3.11)
r_

d) Montante total de aposentadorias no tempo t:

= bDas(p)
100 D“s(”)

—p(p +y =P) (3.12)

B(t) — e(p+y)t
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O simbolo 5:%‘(0‘) — que ocorre em (3.3) e (3.11) — representa uma anuidade

continua de duragio fixa, baseada na tadbua de servigo para pessoas ativas e na forca dos
juros Q. Esta anuidade deve crescer, partindo de uma unidade monetaria, conforme a
tuncao escala salarial.

Fica claro pelas formas funcionais das expressdes acima que em uma situagao de
maturidade, A(t) e R() crescem a taxa instantinea P , e St) e B(t) crescem 2 taxa
instantanea P + Y; confirmando, portanto, as descobertas baseadas na argumentagao
geral das secOes 1.3 e 1.4.

Relacionamento entre fungoes relativas a populagao existente no
tempo t e fungoes relativas aos entrantes no tempo t.

Devemos observar que as expressoes para projecoes demograficas no tempo t —
(3.9) e (3.10) — tém a mesma estrutura daquelas referentes a anuidades unitarias pagaveis
a0s novos entrantes recrutados no tempo t— (3.1) e (3.2) — exceto que a for¢a da taxa de
juros basica é pem vez de 0. E mais, as expressoes para projecoes financeiras no tempo
t—(3.1) e (3.2) — tém a mesma estrutura daquelas para os valores presentes dos salarios
e beneficios de novos entrantes recrutados no tempo t — (3.3) e (3.4) — exceto que P
substitui Y. De fato, esses resultados, que foram estabelecidos acima para beneficios
de aposentadoria e para a férmula especifica de aposentadoria siao, em realidade, casos
particulares de teoremas mais gerais que se aplicam também para beneficios por invalidez
e pensdes, e¢ para qualquer férmula de aposentadoria. (Thullen, 1973,
pp. VIII-4 VIII-11).

3.6. Prémios em Situacio de Maturidade Financeira

Limitando a consideragio novamente para uma idade de entrada unica b e para
uma determinada idade de aposentadoria I', o prémio de reparticio simples na situagdo
de maturidade (PAYG) é obtida através da divisao de (3.12) por (3.11):

r—b D:ZS(p) ap(pw—ﬁ)

7

100 D =)

b:r—b|

PAYG* =

(3.13)
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O prémio médio para novos entrantes (denotado por AP2" para efeitos de
consisténcia com a notacao na se¢io 1.7) é obtido dividindo-se (3.4) por (3.3):

_ r—bhb D:IS(5-7) c—lrp(é-ﬂ)
100 DECT gl

bir=b|

(3.14)

2*

O prémio para o sistema de capitais de cobertura na situacao de maturidade (TFS*)
¢ obtido multiplicando-se o numero de pessoas entrando em aposentadoria no intervalo

(t,¢ +dt)

et Y (3.15)

Pelo capital para aposentadoria requerido para cada aposentado,

ot L ~bs, are P (3.16)
100 s,

o qual, ap6s dividido por ) e simplificado, resulta na seguinte expressio:

_ as(p) —p(6-B)

gk = b D" a (3.17)
as(p) —as(p)
100 Dy 7%

A similaridade da estrutura dos trés prémios ¢ digna de aten¢ao. Esse resultado,
embora estabelecido para beneficios de aposentadoria por tempo de contribuigdo, para
idade de entrada e de aposentadoria unicas e ainda para uma férmula de aposentadoria
especifica, pode ser generalizado para aposentadorias por invalidez e pensoes, para
multiplas idades de entrada e aposentadorias, como também para qualquer férmula de
aposentadoria (ibid., pp. VIII-11 a VIII-15).

Deve ser observado de (3.13), (3.14) e (3.17) que:
. o prémio para sistemas de reparticio simples depende de p, Ye B, mas é

independente de 0 :
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. o prémio médio de novos entrantes depende de 0 , Ye B, mas é
independente de p !

Para julgar os efeitos sobre cada prémio decorrentes de crescimento ou decréscimo
em quaisquer dos pardmetros relevantes, ¢ conveniente considerar a estrutura da férmula
de prémio — independentemente da aliquota (r —b)/100 - em duas partes.

O primeiro componente que se relaciona ao servigo ativo, pode ser escrito como

as(o) a -ar
D 1 _ I'se

as(a) —as(a) - —az
D, birt) Ib I's.e™*dz

(3.18)

onde O denota a for¢a relevante dos juros. Podemos observar, no lado direito da
expressdo, que se O cresce, o fator exponencial no numerador se reduzirda mais que
proporcionalmente que a redugao do fator exponencial do integrando no denominador,
de tal forma que este componente da férmula de prémio se reduzird.

Um argumento similar aplica-se ao segundo componente da férmula de prémio,

w 0 4
I [Pe”*dz
—p(a) — Jr

al” Ip -ar
. €

3.19)

Portanto, qualquer mudanca nos parametros levando ao crescimento de qualquer
das forgas basicas dos juros resultard em decréscimo nos prémio e vice-versa.

Obtemos portanto, as seguintes conclusoes:

. se P cresce, PAYG™ e TFS" decrescerdo, mas AP2" nio sera afetado;

. se Ycresce, PAYG " decrescera e AP2" crescera, mas TFS" ndo serd afetado;
. se O cresce, AP2" e TFS" decrescerdo, mas PAYG™ ndo sera afetado;

. se B cresce, todos os outros, PAYG", AP2" e TFS™ também crescerio.

O caso B = yindexagio dos salirios) ¢ de particular interesse. Podemos obsetvar
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neste caso que os prémios dependem somente de P e da diferenca 8 — Y(algumas vezes
chamada de taxa real de juros, em relagio ao crescimento dos salarios devido ao mérito).
Assim, para essa situacio, as seguintes observag¢oes podem ser feitas:

. se P cresce, PAYG” e TFS" decrescem, mas AP2" nio seri afetado;

. se a taxa real de juros (O — Y cresce, PAYG "nio € afetado, mas TFS" e AP2’
se reduzirdo. Entretanto, TFS" é menos sensivel que PAYG" as mudancas em 0 e menos
que AP2" as mudangas em 0 — Y (ibid., p. IX-19).

Os efeitos sobre os varios prémios de variagoes em parametros individuais, nos
casos em que Y > Be ¥y = f, sio demonstrados numericamente na tabela 7 do apéndice
2 para o sistema de previdéncia hipotético.

Uma importante deducio que pode set feita comparando as expressdes para PAYG
e AP2" équese 0 —y<p(isto ¢, 0 < p + Y), entio o prémio PAYG, nio capitalizado, sera
menor que o prémio médio de novos entrantes capitalizado. Para existir capitalizagao
portanto, a forca dos juros deve exceder a for¢a do crescimento de novos entrantes
somada a forca do crescimento dos salarios em razao do mérito. Essa mesma condicao
foi mencionada na secio 1.2.

3.7. Andilise do Prémio Médio Geral

Consideremos inicialmente o caso de indexacao de salarios (8 = }) . Denotemos
por GAP" o prémio médio geral correspondente a este caso. Como as aposentadorias
estdo sempre caminhando em paralelo com o nivel dos salarios, a fungdo despesas —
incluindo custos administrativos, sob os pressupostos estabelecidos no fim da se¢ao 1.4
do capitulo 1 — e a funcio salario segurado tomarao a seguinte forma:

B{t)=B (t)e" e  S@it)=S (t)e"
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Onde B'(t) e S(t) nio envolvem Y. O prémio médio geral (ver equagio 1.14 do
capitulo 1) pode portanto ser expresso como:

M e Y Chral P R (1)
AP = IO B*(t)e dt _ IO B*(t)e™"dt (5.20)

IO S*(t)e " dt IO S*(t)e " dt

onde @denota a taxa real de juros. O efeito sobre 0 GAP" de mudangas na taxa de
juros pode ser investigado diferenciando parcialmente a expressdao acima em relaciao a @
(mantendo-se P constante) e considerando o simbolo de coeficiente diferencial. A
expressao para o coeficiente parcial de diferenciacio € o seguinte:

d(GAP*)

Tk GAP*(ADTS - ADTB) (3.21)

Onde ADTS e ADTB denotam os termos médios descontados de St) e B(t),
respectivamente, e sao dados por:

ADTS = I: tS(t)e ' dt
J‘Ooo S(t)e—&dt (3.22)

J— I: tB(t)e ' dt

(3.23)

J'OwB(t)e"”dt

Podemos, portanto, concluir que o GAP" decrescerd quando a taxa real de juros
decrescer, sujeito a condicio de que o termo descontado médio da funcio B(t) deve ser
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maior que o da fungio §t). Podemos notar que se B(t) e t) tém as caracteristicas
mencionadas no final da secio 1.4, entdo seus termos descontados médios estarao de
acordo com a condi¢do acima. Assumiremos na seqiiéncia que ADTB > ADTS.

O caso geral (B # }) ¢ complexo, mas considerando apenas as aposentadotias por
tempo de contribui¢ao e uma idade Gnica de entrada em aposentadotia, o prémio médio
geral pode ser expresso como:

C—Zp(cs-ﬂ)
_— sk r
GAP = [GAP ] Py (3.24)

r

Isso é evidente na medida em que o numerador do GAP ¢ dado pela soma dos
valores presentes provaveis dos gastos com aposentadorias das coortes individuais.
Facamos f denotar o segundo fator do lado direito da expressio (3.24). Fagamos ADT1
e ADT2 representarem os termos médios descontados das anuidades no numerador e
denominador de f. Podemos mostrar que uma vez que § < ¥y, ADT2 > ADT1. Os
coeficientes diferenciais parciais do GAP com respeito a O e ¥ podem ser expressos
como:

a(ca}—?P) =GAP £ (ADTB -ADTS) +(ADT2 —ADT1))g§ (25
@ = GAP[ADTB —ADTS - ADT?)]
y

A primeira expressao de (3.25) indica que, sujeito a condicdo que
ADTB — ADTS > ADT2 — ADT1, um crescimento em O resultard em decréscimo no
GAP. A segunda expressio indica que um crescimento em Y terd como conseqiiéncia
um crescimento no GAP, sujeito a condi¢ao de que ADTB — ADTS > ADT2. Mas, se
GAP" e o denominador de f sio ambos independentes de 3, ¢ evidente por (3.24) que
um crescimento em B proporcionarad um crescimento no GAP.

Para analisar o efeito sobre o prémio médio geral de mudancas na forca de
crescimento de novos entrantes (0), considere a equagao (1.17) do capitulo 1. A parcela
concernente a populagio segurada inicial obviamente nao depende de p. AP2 também
nao sera afetado por mudancas em P — veja se¢ao 3.6 acima. Um crescimento em 0,
entretanto, fara crescer os salarios dos novos entrantes e portanto elevara o peso de AP2
na equacio (1.17). Isso resultard em decréscimo do GAP, se AP2 < AP1.
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Os efeitos de mudancas nos parametros sobre o GAP ¢ o GAP” ¢ ilustrado na
tabela 7 do apéndice 2. Com referéncia ao GAP’, podemos observar que um decréscimo
na taxa de juros real pode ser compensado por um crescimento na for¢a de recrutamento
de novos entrantes. Isso ilustra um aspecto do intercambiamento de pardmetros
biométricos e econémicos (Zelenka, 1959).

3.8. Reservas em Situagio de Maturidade Financeira

Quando a maturidade ¢é obtida em 7 =w, , mantém-se o seguinte relacionamento
entre as reservas no inicio da maturidade e o nivel de prémio 7T requerido na situacio de
maturidade:

B(w,)—nS(w,)
o—p-y

O resultado acima, demonstrado na se¢ao 1.9, é valido, sujeito a condicao

0> p + Y, para qualquer método de financiamento que oferece um nivel de prémio de
maturidade. Pode ser demonstrado que as reservas para qualquer tempo subseqiiente

(3.26)

Viw,) =

t=w, +z sio dadas por V(w,+z)=V(w,)e"?. Portanto, se a maturidade financeira ¢é

alcancada, a funcido reserva cresce na mesma propor¢ao que as funcdes beneficios e
salarios.

A funcio reserva do sistema, em termos de prémio do sistema e de prémio de
reparticao simples na situacao de maturidade, pode ser expressa por:

V(S —p-y) =SE)(PAYG*-) 62

Hsse resultado implica que quanto mais alto o prémio do sistema, mais baixas
serdo as reservas do sistema na situacdo de maturidade, fendmeno que foi observado de
forma consistente nas ilustracdes dos métodos de financiamento nos capitulos 1 e 2.

3.9. Os Efeitos dos Decrementos de Mortalidade e Invalidez

A populagao ativa esta sujeita a dois tipos de decrementos: mortalidade e invalidez
enquanto que a populagio aposentada esta sujeita unicamente ao decremento de
mortalidade. A for¢a de cada decremento normalmente é especifica para cada género e
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idade. Nesta se¢o, o efeito sobre os prémios (por beneficios de aposentadoria) de assumir
altos niveis de mortalidade (ou invalidez) serao discutidos.

Denotemos por g e i, os decrementos de mortalidade e invalidez para a idade
X. Entdo a funcio tabua de servico de ativos (b<x<r) serda dada por:

X .
[! =1 exp _.[b (/Jj +ul)dz (3.28)

Essa expressao nos mostra que o efeito de um crescimento na forca da invalidez
para uma determinada idade ¢ equivalente a um crescimento na mesma propor¢ao na
forca da mortalidade para esta mesma idade.

Devemos refletir neste momento sobre este importante resultado, qual seja, um
crescimento na taxa de mortalidade é equivalente a um crescimento na taxa de juros
(Jordan, 1967, pp. 56-57). Desse modo, um crescimento na forca da invalidez ou na
forca da mortalidade em um dado intervalo de idade (b,7) deve produzir o mesmo
efeito que um crescimento na forca da taxa de juros, neste mesmo intervalo; de forma
analoga, um crescimento na for¢a da mortalidade apds aposentadoria deve produzir o
mesmo efeito que uma elevagdo na for¢a dos juros no mesmo intervalo de idade (7, w).
Assim, um crescimento da forca da mortalidade ou da forca da invalidez resultard em
decréscimo nos prémios.

No entanto, deve ser notado que os efeitos acima mencionados de decrementos
de mortalidade e invalidez aplicam-se somente aos prémios de aposentadorias. Os efeitos
nos prémios de pensdes por morte de uma elevagao da forca da mortalidade sera contrario,
da mesma forma que o efeito de uma elevago da forca da invalidez sobre os prémios de
invalidez. Os efeitos dessas variagoes devem compensar-se em um sistema de seguridade
social  cobrindo os  trés  riscos: aposentadoria, invalidez e
morte (Thullen, 1973, p. IX-7 e IX-10).

3.10. O Efeito do Fator Densidade

O fator densidade foi definido na se¢ao 1.2 como a propor¢io do tempo potencial
em que membros de um dado sistema de previdéncia, em idade ativa, efetivamente
contribuem para este sistema.

Até este momento assumimos uma densidade uniforme de 100% para todas as
idades. O efeito sobre os prémios, discutido na secio 3.6, de uma baixa densidade,
possivelmente variando por idade, serd considerado nesta secio. (A possibilidade de
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créditos de servico durante perfodos ndo contributivos, por exemplo, durante
enfermidades, sera ignorado aqui). Reconhecemos que existem outros fatores similares
afetando a receita de contribuicdo, tais como evasio ou declaracdes de rendimentos
sujeitos a contribuicio, inferiores aos efetivamente recebidos, mas nao serdo objeto de
discussao.

Fagamos A(x) denotar a propor¢io de pessoas seguradas que estio contribuindo
na idade X. Assumindo que o fator densidade afeta uniformemente todos os individuos
de uma dada idade, o tempo total de contribui¢io de um novo entrante em idade b ao

alcancgar a idade de aposentadoria I devera ser dado por Ibr/”t(x)dx . E possivel mostrar

que assumir uma densidade diferente de 100% alterard o prémio AP2" pelo fator 4,/4,
e os correspondentes prémios PAYG" ¢ TFS" pelo fator 4,/4, , onde 4,4, e Asio

médias de A(x) no intervalo etario (b,r) dadas por:

- ﬁ: A(x)dx 6529
r—>b

Ib” D* ) (x)dx

(3.30)

/12
" Nas(5-7) d
. D X

(3.31)

. ﬁ: D®® ) (x)dx
J;: D> gy

Poderia parecer que embora a densidade diferisse de 100 por cento mas fosse
constante para todas as idades, isto é, 4, =4, = A, , entdo os prémios nio seriam afetados.
Se a densidade vatia por idade, o efeitos sobre PAYG', TFS" e AP2" dependerio da
natureza da funcdes A(x), D*® ¢ D®®7 . Por exemplo, se A(x) for uma funcio

crescente de X ¢ a func¢io escala de saldrios for horizontal, entdo A, devera ser

maior que 4, e A, de forma que os trés prémios se elevardo.
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3.11. A Implicagdo do Nivel de Capitalizagdo para a
Indexagio de Aposentadorias

Para os propésitos desta se¢o, as for¢as de juros e crescimento de salarios devido
ao mérito sao consideradas como fun¢des do tempo, 5(¢) e y(¢) . Nas equacdes (3.14)

e (3.17), se Béigual a Y, as expressoes para AP2" ¢ TFS” envolverdo somente a diferenca
0 — V. Esse também sera o caso do GAP" — ver equacio (3.20). Portanto, se uma elevagio
na forca de crescimento dos salatios devido ao mérito y(¢) for compensada por um
aumento correspondente na for¢a dos juros §(z), a diferenca permanecera inalterada.
Sera, entdo possivel prosseguir indexando os salarios sem que para sejam necessarias
mudangas nos prémios computados para uma dada taxa de juros. As conseqtiéncias do
fendmeno mais comum da elevacio na forca de crescimento dos salarios devido ao

mérito ¥(f) sem uma elevagio compensatéria na taxa de juros sera discutido a seguir

(ibid., pp. X-4 a X-6)

Considere especificamente um crescimento isolado, ndo antecipado e proporcional
de Kk nos salarios segurados no tempo t. Isso repercutird sobre todos os futuros salarios,

que crescerdo na mesma propor¢ao. Facamos k, representar o ajuste proporcional que
podera ser efetuado nas futuras aposentadorias. As equagdes a seguir representam 0s
ajustamentos proporcionais ocorridos antes e ap6s o crescimento dos salarios:

V(e = It ooB(z)e_‘szdz —f C(2)S(z)e % dz (3.32)
V(t)e™ =(1+k,) J':" B(z)e ¥ dz —(1 +k) J:w C()S(edz (-39

Combinando as duas equagdes e simplificando, obtemos

k, V(t)e™

d=1- (3.34)

k J',w B(z)e ¥ dz

Devemos observar que 0 <k, <k.Além disso, quanto mais baixo for o valor da

reserva V(t), mais alta serd a razdo k, / k. Somente quando V() =0 , isto ¢, quando o
sistema for de repartigdo simples, obteremos k, =k , neste caso as aposentadorias poderdo

ser totalmente ajustadas para este crescimento isolado de salarios.

Se fizermos uma distin¢ao entre as aposentadorias correntes ao tempo t e aquelas
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que serdo concedidas no futuro e se consideramos que qualquer crescimento nos salatios
segurados aumentara na mesma propor¢ao as aposentadorias que serdo concedidas devido
a formula de calculo das aposentadorias — por exemplo, se as aposentadorias sao baseadas

no ultimo salario — e se adicionalmente fazemos k, representar o crescimento
proporcional nas aposentadorias existentes, entdo a equacao de equilibrio apds o
crescimento nos salarios sera entdo dado por:

V(t)e™ =(1+k) L‘” B (2)e ¥ dz +(1 +k,) f B,(z)e % dz

~(L+ B[ C(2)S(2)e *dz (335

onde B,(z) representa os gastos no tempo Z em aposentadorias correntes no
tempo t e B,(z) os gastos em aposentadorias a serem concedidas apds o tempo t.
Representando a reserva para aposentados no tempo t por ¥, (¢) e para pessoas ativas

pot V,(¢), onde V,(t)+V,(¢) =V (t) , combinando esta expressao com a equacio (3.32) e

simplificando em seguida, a relagdo abaixo ¢ obtida:

k- V.0

A0

Este resultado demonstra que somente se a reserva para pessoas ativas for negativa

(3.36)

(isto &, V(¢) <V,(¢)), significando que o método de financiamento envolve um nivel de

capitalizagao mais baixo que o método de financiamento de capitais de cobertura) sera
possivel obter algum ajustamento para as aposentadorias existentes.

Por conseguinte, o nivel de capitaliza¢do age como uma restricio para a indexacao
de aposentadorias. Isso pode parecer paradoxal, mas a explicagdo ¢ que a capitalizagao
forma uma provisdo para futuras despesas com aposentadorias, incluindo os custos
com indexacdo. A caréncia de provisdes no passado em relagdo ao reajuste de beneficios
de aposentadorias devido ao crescimento nio antecipado de salarios apresenta-se sob a
forma de deficiéncia nas reservas. Embora salarios futuros — e portanto contribuicoes —
crescam proporcionalmente, este crescimento nio € suficiente para cobrir a deficiéncia
nas reservas e, conseqlentemente, permite somente um ajuste patrcial dos beneficios de
aposentaria. F claro que é possivel cobrir a deficiéncia nas reservas através do crescimento
das contribui¢bes futuras ou aumentando as reservas através da injecdo de fundos
adicionais, mas isso significa um abandono do plano original. Somente o método PAYG
pode resistir aos efeitos do crescimento nio antecipado dos salarios sem modificar suas
taxas de contribuicao.
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Por outro lado, o método PAYG ¢ vulneravel as mudangas demograficas nao
antecipadas. Por exemplo, se a forca do crescimento de novos entrantes, apos permanecer
por determinado perfodo, constante, ao nivel O, cai para um nivel mais baixo, digamos
P1 , por Manos, permanecendo a partir daf constante neste nivel, resultard em crescimento
do prémio PAYG relativo as aposentadotias durante o petiodo de w+m —b anos, embora
o  prémio médio  para novos  entrantes AP2" ndo  seja
afetado (lyer and McGillivray, 1988, pp. 35-36).

3.12. Generalizagao da Teoria

A teoria desenvolvida no capitulo 1 e no presente capitulo pode ser generalizada.
Alguns possiveis caminhos sdo mencionados nesta se¢do, mas nio desenvolvidas em
detalhes.

Incrementos ou decrementos populacionais adicionais

A teoria desenvolvida até aqui tem considerado somente dois tipos de decrementos
sobre a populagio ativa segurada: mortalidade e invalidez. Em certas circunstancias pode
ser necessario considerar outros decrementos; em particular se existem provisoes distintas
em relagdo aos beneficios de aposentadoria. Por exemplo, pessoas ativas deixando o
status de segurado devido a acidentes de trabalho nio necessitam ser tratadas
separadamente. A saida do sistema de previdéncia antes de alcancada a idade de
aposentadoria ¢ um decremento importante para sistemas de previdéncia ocupacional,
mas nao ¢ geralmente relevante para sistemas de previdéncia social operando a nivel
nacional. De qualquer, forma a extensio para trés ou mais decrementos pode ser tratada
pela aplicacio da teoria de decrementos multiplos (veja apéndice 1).

Uma varia¢do no conceito de decremento ¢ aquela relativa a reativacio da populagao
invalida, isto ¢, um movimento reverso do grupo de invalidos para o grupo de segurados
ativos. Com efeito, o grupo invalido estara entdo sujeito a dois decrementos (morte e
invalidez) e aos incrementos (novas entradas e reativacao). Para o tratamento da reativacio
veja Thullen, 1973, pp. II-16 e 1I-17.

Variagdo paramétrica no tempo

Temos assumido até aqui que os pardimetros nao variam com o tempo. No entanto,
¢ possivel incorporar tal vatiagio. Por exemplo, se a forca dos juros O ¢é fungio do
tempo, a equagio fundamental de equilibrio — equagao (1.7) — pode ser escrita como:
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I: C(2)S(z)exp —Iozé(u)du dz =

(3.37)

I:B(Z)exp —IOZS(u)du dz

Outros parametros podem ser tratados de maneira similar. Formas funcionais
especificas dos pardmetros — mais complexas por exemplo que a simples fungio O(l)=
constante — podem ser investigadas. No entanto, a manipula¢do matematica de expressoes
tende a ser complicada, devendo ser mais interessante a utilizacdio de métodos de
simulagdo, como aqueles que serdo discutidos na parte II deste livro, para estudar os
efeitos da variacdo de pardmetros no tempo.

Generalizagao do conceito de maturidade

A maturidade demografica e financeira discutida até aqui, baseou-se na constancia
dos parametros P e ¥, relacionados ao que chamamos de situagao “estavel” madura, e
que implica o crescimento exponencial de todos os agregados demograficos e financeiros.
(Se p=y =0, a situacdo madura ¢ descrita como “absolutamente estacionaria”; os

agregados demograficos e financeiros permanecerdo constantes no tempo).

Um conceito mais geral é o de situagao madura “relativamente estacionaria” (ibid.,
pp. V-4 e V-17). Um sistema de previdéncia ¢ dito estar em uma situagdo demografica
relativamente estacionaria se as distribui¢oes de idade dos segurados ativos e da populagao
aposentada permanecem constantes, sem que estas popula¢bes crescam
exponencialmente. Em simbolos, as func¢des Ac(x,f) e Re(x,f) — denotando
respectivamente as populagdes ativa ¢ aposentada na idade x e no tempo # — sio da
forma w(#)L(x) , onde w(¢) ¢ qualquer funcdo de t. Se y(r) é uma funcio exponencial,
teremos o caso de uma situacdo madura demograficamente “estavel” — veja equagdes

(3.5) e (3.7).

Um sistema ¢é dito estar em situacdo financeira relativamente estacionaria se a
funcdo despesas com beneficios, a funcdo salarios e a fun¢io reservas estao todas
crescendo a4 mesma taxa instantanea, sem que esta taxa seja necessariamente constante
no tempo. Simbolicamente,

B'(t) _S'() _V'(t)

B0 s v o0 o
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onde ¢ (¢) ¢ uma funcio de t. Se ¢(¢) for uma constante igual a (0 + ), teremos
o caso de uma situacao madura financeiramente “estavel” — ver equagoes (3.11) e (3.12).

O enfoque estocdstico

Como ja indicado no capitulo 1, se¢des 1.3 e 1.4, o enfoque utilizado neste livro é
o deterministico. Isso significa que, dados os parametros fundamentais, os resultados
em termos de funcSes atuariais sio deterministicos. Sob o enfoque estocastico o valor
resultante de uma fungio atuarial é considerada simplesmente como a média do valor
esperado do resultado. O resultado efetivo possui uma distribui¢ao de probabilidade,
sendo portanto incerto, o seu valor preciso. De toda maneira, proposi¢oes probabilisticas
podem ser feitas sobre a funcao, se a variancia da distribui¢ao puder ser determinada.

Para citar um exemplo elementar, considere o numero de mortes ocorrendo em
um ano, para um numero inicial de /_ pessoas na idade X, dada a probabilidade de morte

4, . No enfoque deterministico, o numero de mortes é tomado como um nimero Gnico

d_=1q - No enfoque estocéstico, o nimero de mortes, digamos Y, ¢ relacionado a uma
X xdx

variavel estocastica que tem seu valor esperado (u) dado por [ g . Nesse caso simples,
podemos considerar a distribui¢do de ¥ como sendo uma binomial; por conseguinte, a

variancia da distribuicio (¢?) sera dada por 1,g,(1-¢,). Usando a aproximac¢ao normal,

podemos estabelecer, por exemplo, que

Probabilidade(u —1,960 <y <u +1,965) =0,95 (-39

Fungdes atuariais sao geralmente fungdes complexas envolvendo varias variaveis.
Embora a distribuicao de probabilidade de cada variavel seja conhecida, geralmente nao
¢ possivel analiticamente derivar a distribuigao de probabilidade da fungio e desse modo
obter uma expressao algébrica para sua variancia. A solugdo entao sera realizar multiplas
simulagdes do processo como um todo para estimar a variancia a partir dos resultados
obtidos. Cada simulagao envolve a extracao de um valor aleatério de cada variavel da
funcio atuarial.

Métodos estocasticos tém sido largamente aplicados no ramo de seguros em geral
e de seguros de vida (Bowers et al., 1997; Daykin et al., 1994), mas tém sido aplicados
apenas de forma limitada na area de previdéncia (ver, de qualquer forma, Daykin et al.,

1994, pp. 435-451).

81



Topicos Avancados em Financiamento de Sistemas de Previdéncia Social

3.13. Notas Finais

Ao concluirmos este tratamento do financiamento da seguridade social, devemos
chamar a atencdo para a importante relacio de longo prazo entre as forcas da taxa de
juros, crescimento demografico e crescimento dos salarios em razdo do mérito

(6 > p +y), mencionada na se¢ao 1.2. De fato, essa condicao tem repetidamente surgido

m varios estagios do capitulo 1 e no presente capitulo. Se essa condi¢io nio se mantém,
varias integrais constantes do desenvolvimento tedrico nido convergem.

Um outro importante ponto diz respeito as implicagdes dos pressupostos
paramétricos pata as funcdes crescimento das despesas e salatios segurados B(t) e t).
O pressuposto de que a forga do crescimento P e Y continuem indefinidamente no
futuro implica — ver secOes 1.4 e 3.5 — que uma vez alcangada a maturidade financeira, as
funcoes B(t) e S(t) deverio crescer com forca p + Y indefinidamente no futuro. Isso, no
entanto, poderia ser questionado com base no senso comum, ja que o tamanho desses
agregados resultantes de tal crescimento exponencial nao verificado poderia, em algum
estagio imaginavel, exceder os recursos disponiveis para tal. Seria mais l6gico, por outro
lado, esperar uma queda da taxa de crescimento e a estabilizacdo desses agregados.

Nesse sentido, devemos observar que o que intervém nas varias integrais nao sao
os proprios agregados, mas os seus valores descontados. Dada a condicio § > p+y ,a

contribuicio das funcdes despesas e salarios segurados para as integrais, de fato, decresce
exponencialmente, de forma que em qualquer caso elas tornam-se insignificantes ao
longo do tempo. Portanto, a teoria que tem sido desenvolvida nio ¢ inconsistente com
uma eventual estabilizacdo assintética dos agregados financeiros.

82



4. PLANOS DE CONTRIBUICAO DEFINIDA

4.1. Introducgio

Os capitulos 1 a 3 trataram dos chamados planos de “beneficio definido”. Nesses
planos, a férmula de calculo de beneficios é fixada a priori e o método de financiamento
e a programac¢ao de contribuicdo sdo determinados a seguir, de forma a assegurar o
equilibrio financeiro do plano.

Este capitulo trata de planos de “contribuicao definida”, onde a seqiiéncia de
estabelecer os beneficios e em seguida as contribui¢oes necessarias ¢ inversa. Assim, a
taxa de contribuicao ¢ fixada a priori e o valor do beneficio torna-se a variavel dependente.
As contribui¢cdes dos membros sdo acumuladas em contas individuais que rendem juros
e o saldo ¢é pago sob a forma de pecilio ou de anuidade, caso ocorram qualquer das
contingéncias cobertas: aposentadoria, invalidez ou morte em servigo.

Existem ainda sistemas hibridos, onde o beneficio ¢ definido, embora seja calculado
por uma férmula derivada das contribuicoes pagas ou fixado no maior valor entre o
célculo da contribuicio definida e um determinado beneficio definido. Uma outra variante
¢ o “sistema de contribuicao definida nocional”. Este capitulo tratara principalmente de
sistemas de contribuicio definida operando a nivel nacional. Isso inclui os chamados
fundos de previdéncia nacionais e uma inovacdo relativamente recente, os sistemas
obrigatérios de poupanca.

4.2. Estrutura Atuarial

Do ponto de vista atuarial, a estrutura dos sistemas de contribuicio definida ¢é
simples, embora os métodos para atribuir o retorno do investimento das contas individuais
sejam relativamente complexos. Nesses sistemas nao ha ocorréncia de subsidios cruzados
sistematicos intrageracionais ou intergeracionais durante o estagio de capitalizacdo, dado
que os membros do sistema sdo os titulares do investimento acumulado (ou de algo
aproximado a isso) ou do que estes tém aportado (ou tem sido aportado em seu beneficio).
Os tunicos elementos de seguridade envolvidos nesse caso relacionam-se ao arranjos
para assegurar beneficios de invalidez ou morte que podem ocorrer antes da idade normal
de aposentadoria, bem como o seguro contra a longevidade para as anuidades que sdao
pagas durante o transcorrer da vida inativa dos aposentados.

Com relagdao aos parametros determinantes — ver se¢ao 1.2 do capitulo 1 — as
forcas dos juros, do crescimento dos salarios em razao do mérito e da inflacio
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(0, Ye 8) sio particularmente relevantes para a discussdo dos aspectos financeiros dos
sistemas de contribuicdo definida. Nesses sistemas, o beneficio é determinado pelas
contribuicdes e pelos juros ou retornos do investimento creditados as contas individuais.
As sucessivas contribuicdes, por seu turno, sao determinadas pela progressio salarial
dos membros. Por outro lado, o valor real dos beneficios sera afetado pela inflagao
durante o perfodo de contribui¢do. Os individuos durante o periodo em que estio filiados
a0 sistema estao sujeitos aos riscos associados a esses fatores, em particular ao risco de
que os retornos do investimento nio se mantenham em niveis acima da inflacio. Isso
contrasta com o caso do sistema de beneficios definidos, onde esses riscos sao suportados
individualmente pelos responsaveis pelos planos ocupacionais ou coletivamente pelos
contribuintes de um sistema de previdéncia social.

Com respeito ao método de financiamento, diversamente dos sistemas de
beneficios definidos, ndo existem escolhas, ja que, por defini¢do, um sistema de
contribuicdo definida é totalmente capitalizado em bases individuais. Além disso, para
tornar o beneficio definitivo significativo ¢ usualmente necessario ter uma taxa de
contribui¢do relativamente alta desde o inicio, a ndo ser que um esquema de contribui¢Ges
relacionadas a idade seja especificado, devendo envolver niveis mais elevados de
contribui¢do na medida em que aidade de aposentadoria se aproxima. Conseqiientemente,
um sistema de previdéncia com contribuicio definida ndo possui a flexibilidade de
adaptagdo da acumulagdo de reservas aos investimentos necessarios ¢ a capacidade de
absorcido da economia nacional, algo possivel para sistemas de beneficios definidos (ver
secdo 1.11). Em adi¢io, a transparéncia do mecanismo de atribuicio do retorno do
investimento as contas individuais (normalmente com comunica¢ées no minimo anuais)
tendem a restringir a politica de investimentos para evitar a possibilidade de retornos
negativos no curto prazo, mesmo quando isso significa abandonar um mais alto retorno
potencial a longo prazo.

O processo de maturagao de um novo sistema de contribui¢io definida é similar
aquele referente a um novo sistema de beneficio definido, descrito na segio 1.4 (Iyer,
1971). Sob os pressupostos simplificadores do capitulo 1, incluindo a constancia de
determinados parametros, um fundo de previdéncia nacional fornecendo beneficios de
aposentadorias uniformes para todos os participantes somente deverd alcancar a
Maturidade financeira quando o mais jovem entrante inicial alcancar a idade de
aposentadoria. Um sistema de poupangas compulsorias equivalente que também paga
anuidades uniformes para todos os participantes deverd alcancar sua maturidade financeira
quando o mais jovem entrante inicial alcangar a idade limite de vida.
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4.3. Anailise do Saldo Acumulado

Para efeito deste capitulo, propomos introduzir o pardmetro ¥ , que representa

a for¢a do crescimento salarial de um participante, assumindo que ela é constante ao
longo da carreira deste. Esse parametro representa o efeito combinado do crescimento

geral de salarios (y) e da progressao salarial dos membros do sistema, devida a maturidade
. . L. * .
profissional (o efeito da curva de salarios). Portanto, ¥ deve geralmente ser maior que ¥
e deve exceder 0.
Tomando o salario inicial anual como uma unidade monetaria e a densidade de

contribui¢do como 100%, o saldo acumulado apés o perfodo de contribui¢do de n anos
sera dado por

7Z_J- e *285(1’! Z)dZ ﬂen(ss(‘}’ -5) —n.e (‘}’ =6) 4.1)

O saldo acumulado pode também ser expresso como:

ne” _(f_y*) = e (|5‘y*) 4.2)

onde TT representa a aliquota de contribuicdo. Matematicamente, as quatro

., . . * , .
expressoes sio aceitdveis, embora (4.1) deva ser preferida quando ¥ é maior que de

(4.2) para o caso em que § >y’ . Contudo, isto ¢ somente uma maneira de apresentagio

e ambas as formas § -y e y" -8 sdo usadas nos desenvolvimentos seguintes.

E util relacionar o saldo acumulado ao salario anual final, € , que representa o

poder de compra do participante antes da aposentadoria. Isso nos fornece o seguinte
resultado para o saldo acumulado relativo, isto ¢, o saldo como um multiplo do salario
tinal:

7-[—(7* 5) 4.3)

Isso nos mostra que o saldo acumulado relativo depende somente da diferenca
y" =& . Quanto mais baixa essa diferenca (isto é, quanto mais alto 0 em relagio a y”),

mais alto o saldo relativo acumulado.

O montante nominal total de contribui¢cdes (excluindo juros) é dado por
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n * * (%
7TJ’O e dz=me™ g\’ (4.4)

7|

Dividindo (4.2) por (4.4), podemos expressar o saldo acumulado como um multiplo
da soma das contribui¢cdes, o que demonstra por sua vez, a importincia relativa do
componente juros no saldo

—(r*-9)

(4.5)

A expressio acima, contudo, é relativa a valores monetarios e estd expressa

bl bl 5

portanto, em termos nominais. Para expressar esses valores em termos reais, ¢ necessario

descontar o saldo acumulado (4.2) e o integrando do lado esquerdo de (4.4) pela inflacao.

Isso fornecera a seguinte expressao para o saldo “real” como um multiplo da soma das
contribuicoes “reais’:

(4.6)

Note que quanto mais alta a for¢a subjacente dos juros, mais baixo sera o valor da
anuidade. Podemos observar que a condi¢ao para que (4.5) e (4.6) excedam a unidade é
5>0 ¢ §>0 ,respectivamente. Se 0<§ <6 , (4.5) excedera a unidade mas (4.6) sera
menor que um. Nesse caso, os participantes, embora aparentemente recebam uma adi¢ao
as suas contribuicdes na forma de juros, na realidade sofrem uma perda em termos reais
sobre as contribui¢Ses que efetuam ao sistema, isto ¢, recebem uma taxa de juros negativa.

4.4. Andlise da Anuidade de Aposentadoria

Suponhamos que o saldo seja convertido em uma anuidade, por exemplo na idade
X; entdo, a taxa de reposi¢o, isto é, o montante inicial da anuidade como um percentual
do salario final, serd obtida dividindo (4.3) pelo fator apropriado da anuidade. O caso
mais simples é aquele em que a anuidade é pagavel por determinado nimero Mde anos
e ndo ¢ indexada. A taxa de reposi¢ao é dada por
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T— @.7)

Se a anuidade for indexada com forca 3, entdo o denominador do fator da anuidade
devera se referir a forca (6 — ) , que resultara em uma mais baixa taxa de reposi¢ao. Isso
ilustra uma importante diferenca entre sistemas de contribuicao definida e de beneficio
definido; nestes ultimos, a indexacio dos beneficios, se existe, geralmente integra o proprio
pacote de beneficios, por outro lado, no primeiro, a indexa¢io tem que ser negociada
contra baixas taxas de reposicao.

O saldo pode ser convertido em uma anuidade perpétua indexada utilizando o

fator de anuidade @°. Um componente de sobrevivéncia pode ser adicionado

modificando o fator de anuidade. Por exemplo, uma anuidade para a esposa igual a uma
proporc¢io K da anuidade de aposentadotia pode ser acomodada substituindo o fator
anuidade por c_l)fa_ﬁ )+ kc_l;fy_ P ondey representa a idade da esposa na aposentadoria.
Novamente, isso conduz a uma redu¢do na taxa de reposicao. Essa situacdo
contrasta com sistemas de beneficios definidos, onde a pensao do sobrevivente é parte
do pacote de beneficios. Em um sistema de contribui¢ao definida existe uma compensa¢ao

entre a pensio do sobrevivente e baixas taxas de reposigio.

A taxa de reposicao crescerd se y =3 decrescer ou § - crescer. Portanto, uma
alta taxa de juros em relagdo a taxa de progressio dos salatios e/ou da indexac¢io faz

crescer a taxa de reposicao.

4.5. O Efeito do Fator Densidade

Na discussao acima assumimos que a densidade de contribuigoes é de 100% ao
longo do periodo de contribui¢do do participante. Se a densidade é uniforme, no entanto
menor que 100%, o saldo acumulado e as entidades relacionadas a ele discutidas na
secdo 4.3 acima serdo proporcionalmente reduzidos.

Se faltam contribui¢oes, a densidade variara durante o periodo de contribuicao do
participante. Nesta se¢ao, o efeito de um periodo de Manos sem contribuicao durante o
total de 7 anos de vida contributiva do participante sera investigado.

Suponhamos que a auséncia de contribui¢des ocorra t anos apds a entrada no
sistema (0<t <n-m) . O saldo acumulado ao fim do periodo de contribui¢ao, assumindo
que a auséncia de contribuicdes nio afetou a progressio salarial, sera dado por
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1 * _ n * _
7Z'I0 el dz v+ e "z =

t+m

e 4.8)

¢5 B (1-e") —(1-¢"")E

T

* * . . ~ . ~
onde ¢ =y -6 .Diferenciando a expressio acima em relacio a t, encontramos

a seguinte expressio para o coeficiente diferencial:
nd _¢*t O*m 4.9
ree’ ' (1-e"") (4.9)

E obvio que o coeficiente diferencial sera negativo se y">§ e positivo para a

situacdo inversa. As seguintes conclusGes podem ser obtidas:

. a localizagao do periodo de ndo contribuicio dentro do perfodo total afeta
o saldo;
. se a for¢a do crescimento dos salarios individuais excede a for¢a dos juros,

quanto mais cedo ocorrer a auséncia de contribui¢bes mais alto serd o saldo
acumulado. Na situagdo contrdria, quanto mais tarde ocorrer a auséncia de
contribuicoes mais alto sera o saldo.

As mesmas conclusdes sao validas para os saldos relativos acumulados e outras
entidades baseadas nele.

Por outro lado, em um sistema de beneficio definido no qual o beneficio de
aposentadoria ¢ baseado no salario final e ¢ proporcional ao periodo de contribui¢ao, o
beneficio de aposentadoria, embora afetado pelo periodo de nao contribui¢dao, nao
depende do periodo em que esta interrupgao nas contribui¢cdes ocorreu.

4.6. A Importincia do Componente Juros

As discussdes nas se¢oes 4.3 e 4.4 acima tém ressaltado a importancia do elemento
juros nos beneficios derivados de um sistema de contribuicio definida. E claro que o
clemento juros ¢ igualmente importante em um sistema de beneficio definido, mas neste,
cle intervém de maneira diferente; um rendimento de juros mais alto sobre as reservas
ndo afeta os beneficios, mas reduzira as contribui¢Ges, que deveriam ser requeridas para
um sistema financeiro que envolve algum grau de capitalizagio. Em um sistema de
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contribuicio definida, por outro lado, os juros creditados aos saldos individuais em
qualquer periodo devem ser diretamente relacionados aos rendimentos sobre os fundos
do sistema investidos no mesmo periodo, tendo por conseguinte efeito sobre cada
beneficio individual. Isso sugere que tanto os sistemas de contribuicdo definida como
aqueles de beneficio definido capitalizados devem ter como objetivo a maximiza¢ao do
rendimento das reservas investidas. Ndo nos propomos aqui entrar em uma discussao
dos aspectos de investimento dos fundos de reserva; mas devemos observar que existem
consideracoes especiais que dizem respeito aos sistemas de contribui¢io, em particular a
necessidade de confianca na protecao razoavel do capital (Daykin, 1996).

4.7. A Aliquota de Contribui¢do para uma
Taxa de Reposigio Especifica

Para um individuo entrando no sistema na idade b ¢ aposentando-se na idade r, a
aliquota de contribuicdo que proporcionara um beneficio computado a razao de 1 por
cento do salario final por ano de servigo pode ser estabelecida igualando o saldo acumulado
(4.1) ao valor do beneficio (pagavel por toda a vida) na aposentadoria. Isso nos fornecera
a seguinte formula que admite indexacio dos beneficios a forca 3

p(6=p)
7" b (V_b)(J’ —5) a (4.10)

100 al®r)

r b|
HEssa expressao deve ser comparada com a (2.13) do capitulo 2, adaptada em

.
termos do pardmetro ¥ :

— a(d-y*)
r=b D, _isp)
N7
100 N

A diferenca é que em (4.10) a equivaléncia ¢ estabelecida na idade de aposentadoria
r, enquanto que em (4.11) ela é estabelecida na idade de entrada b. A expressio (4.11)
admite decrementos devidos a morte e invalidez ap6s a idade de aposentadoria, o que
significa que o prémio computado em (4.11) serd mais baixo que aquele correspondente
a (4.10). E importante analisar essa diferenca e observar que o prémio fornecido pela
férmula mais simples (4.10) nao é um prémio atuarial baseado na abordagem de seguros
(Ferrara e Drouin, 1990).

T = (4.11)
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4.8. Transformacgao de Contribuicao Definida em Beneficio
Deftinido ou Vice-Versa

Existem substanciais diferencas de opinido entre especialistas com respeito as
vantagens e desvantagens relativas aos sistemas de contribuicdo definida e beneficio
definido (World Bank, 1994: Beattiec e McGillivray, 1995). Uma soluc¢do de compromisso
deve consistir em possuir os dois tipos de sistema simultaneamente, em camadas
complementares (lyer, 1993). A reforma de um sistema de previdéncia social pode,
portanto, envolver a transformacao, parcial ou total, de um sistema existente em qualquer
das duas direcoes. As implicacSes financeiras de tais transformacdoes serdo discutidas
abaixo.

Se um sistema de contribuicao definida é transformado em um sistema de beneficio
definido, uma questdo importante concerne a destinacio dos saldos financeiros
acumulados, de propriedade dos participantes, existentes no momento da mudanca. As
opgodes possiveis incluem (McGillivray, 1992, pp. 51-54):

(@) pagamento imediato dos saldos acumulados;

(b)  congelamento dos saldos e pagamento dos mesmos, com a continuada
adi¢ao de juros, como e quando forem devidos, de acordo com as regras do sistema
antetior;

(c)  conversao dos saldos em anuidades na data da transformacao;

(d)  conversao dos saldos acumulados em créditos de aposentadoria.

A opciao (d) é geralmente a preferida pela vantagem que ela apresenta ao permitir
que o sistema de beneficio definido funcione desde o inicio. Os membros podem ter a
opcao de converter somente uma parte de seus saldos em créditos e receber o restante
sob as regras antigas.

A expressio a seguir ¢ uma formula simples de conversdo de saldos acumulados
em periodos de servico para efeitos de um sistema de beneficio definido. Se, por exemplo,
BAL representa o saldo acumulado; SAL, o salario na data da conversao e CR a aliquota
de contribui¢ao sob um sistema de contribui¢ao definida, o periodo de servico creditado
pode set expresso como

CDT = & (4.12)
SALxCR
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Hssa formula estima o servico passado exatamente se durante todo o perfodo de
cobertura do participante, a taxa de juros creditada ao saldo fosse igual a taxa de
crescimento do salario de contribuicio, e a aliquota de contribuicdo sob o sistema de
contribuicdo definida permanecesse constante. Se isso nao se verifica, a formula deve
ser ajustada.

O valor adicional de aposentadoria ganha em virtude do CDT deverd, em geral,
diferir do pagamento periddico resultante da conversdo do BAL em uma anuidade, de
acordo com a abordagem da se¢do 4.4 acima.

No caso oposto, quando um sistema de beneficio definido parcialmente
capitalizado ¢ transformado em um sistema de contribui¢do definida totalmente
capitalizado, existira uma responsabilidade acumulada nio capitalizada relativa ao servigo
passado de segurados existentes no momento da transformagao, devida aos beneficios
nao totalmente capitalizados do sistema de beneficio definido. Essa situagdo ¢é similar
aquela do inicio de um sistema de previdéncia ocupacional, conforme discutido no
capitulo 2. A amortizagio desse passivo deve requerer contribuicoes especiais adicionais
ou, no caso de um sistema de previdéncia social, que o governo assuma esta
responsabilidade. Mas, a medida que tal transformacio requer que a geracao de transicao
suporte uma dupla carga (isto é, o pagamento de aposentadorias dos aposentados
correntes e as contribui¢des para sua propria conta individual), a Gltima alternativa é
normalmente utilizada.
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PARTE II - TECNICAS

5. A TECNICA DE PROJECAO PARA AVALIACOES
ATUARIAIS

5.1. Introducio

A parte II deste livro refere-se aos aspectos praticos da administracao atuarial dos
sistemas de previdéncia social. Este capitulo trata da técnica de proje¢ao, que corresponde
a primeira das duas abordagens para a analise de sistemas de previdéncia social,
mencionadas na se¢do 3.2 do capitulo 3. A técnica do valor presente, que corresponde a
segunda abordagem, ¢ matéria do capitulo 6.

Nio ¢é prop6sito deste capitulo a producao de um programa de computador que
possa ser rapidamente utilizado para a elaboracdo de projecdes. O proposito € elaborar
as bases e a metodologia da técnica de projecao. Embora os beneficios por invalidez e as
pensdes por morte estejam incluidas no tratamento do tema, as ilustracoes referem-se,
como na Parte I, principalmente aos beneficios de aposentadoria e a uma férmula simples
de calculo de aposentadorias, diretamente relacionada ao periodo
trabalhado e ao salario final.

5.2. Avaliagées Atuariais de Sistemas de Previdéncia Social

No capitulo 1, a teoria do financiamento dos sistemas de previdéncia social foi
desenvolvida sob o pressuposto de que as previsoes elaboradas no inicio do
funcionamento de um sistema efetivamente se realizariam. Entretanto, isso é
extremamente improvavel e, na pratica, a experiéncia diverge dos valores projetados.
Em primeiro lugar, porque os valores atuais de determinados parametros devem diferir
daqueles assumidos no inicio; em segundo lugar, porque existirdo variagdes estocasticas
em torno destes parametros. Além disso, o escopo de aplicacio do sistema ou as provisoes
de beneficios do sistema sofrerdo modificagSes neste interim. Como resultado, qualquer
que seja o método de financiamento adotado no inicio, a medida que os acontecimentos
fluam, existirdo ganhos ou perdas atuariais, que terdo seus efeitos cumulativos refletidos
no fundo de reserva acumulado.

Existe ainda a questao do valor aportado ao fundo de reserva, ja que este no serd
representado em geral por uma conta no banco rendendo juros, mas devera ser investido
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em uma variedade de ativos (titulos de renda fixa, a¢des, titulos publicos, etc.), para os
quais existem diferentes abordagens para avaliacao (valor de aquisi¢ao, valor de mercado,
valor futuro descontado, etc.). Portanto, podemos esperar que no tempo t = N, data da
avaliacio atuarial, o fundo de reserva divergira do valor projetado que foi designado
como V(N) no capitulo 1. Para deixar patente esta diferenca, o valor destinado ao fundo

de reserva sera denotado neste capitulo por Fd(n).

Um segundo aspecto concerne aos pressupostos paramétricos relacionados ao
futuro. Os pressupostos assumidos na avaliagio atuarial precedente —em ¢ =n - para o
periodo (n,m) nao devem ser considerados apropriados em ¢ =m , com base na analise
da experiéncia entre avaliacdes. As modificacdes necessarias para o arranjo do
financiamento precisam ser efetuadas por ocasido da avaliacdo atuarial do sistema
empreendida em ¢=m , baseadas nos pressupostos revistos no que se refere aos
parametros e aportando o crédito necessario para o fundo de reserva acumulado, avaliado
em Fd(m).

Avaliagoes atuariais de sistemas de previdéncia social fazem parte geralmente de
requerimentos obrigatérios a serem realizados em intervalos periédicos (trés a cinco
anos). Em adi¢do, nos intervalos entre uma avaliagdo atuarial e outra, avaliagdes internas
devem, algumas vezes, ser efetuadas. Em virtude da abordagem de fundo aberto e da
aplicacao de capitalizacao parcial, a técnica de projecdo ¢ a técnica apropriada para a
avaliacdo de sistemas de previdéncia social. O propésito principal da avaliacdo periddica
de um sistema em andamento ¢ testar sua solvéncia a longo prazo, isto é, assegurar que,
sob o arranjo financeiro em vigor, o sistema ¢ capaz de saldar os compromissos correntes,
mantendo ao mesmo tempo o fundo de reserva no nivel requerido. Nessa matéria,
assumem importancia particular as mudancas nas projecoes de receitas e despesas em
sucessivas avaliacOes, que devem sinalizar para a necessidade de modificages no arranjo
para o financiamento do sistema. Quaisquer propostas de modificacSes significativas no
sistema devem requerer uma analise efetuada através de uma avaliacio atuarial ad hoc.
Em casos de avalia¢Ges atuariais iniciais precedendo a introdu¢ao de um novo sistema, é
desejavel a comparacio de métodos de financiamento alternativos. Tendo em vista a
incerteza dos pressupostos sobre o futuro, testes de sensibilidade com base em multiplas
projecoes também sao indicados ( McGillivray, 1996; Picard, 1996).

5.3. Metodologias Alternativas de Proje¢do

Existem trés diferentes metodologias para proje¢Ses de sistemas de previdéncia
social. Eles incluem (Crescentini & Spandonaro, 1992):
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(a)  métodos atuariais;
(b)  métodos econométricos;

(¢  métodos mistos.

Métodos classificados sob o item (a) acima tém sido longamente aplicados no
campo dos seguros e se revelado instrumentos valiosos para projecoes de sistemas de
previdéncia social. Os métodos classificados sob o item (b) sdo, em realidade,
extrapolagdes de dados passados, utilizando técnicas de regressao. Essencialmente, a
diferenca entre os dois é que métodos atuariais dependem de fatores enddgenos (isto €,
internos a0 modelo), enquanto os métodos econométricos sao baseados em fatores
exdgenos. Métodos classificados sob o item (c) estao baseados parcialmente em fatores
enddgenos e exbgenos. Este capitulo esta principalmente focado em métodos classificados
sob a alinea (a) acima e para alguma extensao naqueles classificados sob a alinea (c).

Uma abordagem que pode ser utilizada quando uma parcela substancial da
populacio encontra-se coberta e o sistema de previdéncia esta proximo da maturidade é
usat a projecdo da populacio nacional ou da forca de trabalho como base e aplicar as
proporgdes apropriadas aos resultados das projecSes nacionais para derivar as projecoes
da seguridade social. Neste capitulo, um método mais geral de projecao de sistemas de
previdéncia, conhecido como método dos componentes, serd descrito. Entretanto, isso
nao exclui a referéncia a projecao da populagio nacional ou da for¢a de trabalho para
determinar certos fatores ou elementos da projecao.

O método dos componentes, como o proprio nome sugere, divide a populagio coberta
em varios componentes e simula a evolugio de cada componente no tempo. A extensio
da divisio em componentes dependerd da disponibilidade de dados para a avaliagéo e
também da capacidade de computacio disponivel pelo atudrio. A divisdo minima requerida
¢ por categoria de pessoas cobertas (isto ¢, segurados ativos, aposentados, invalidos e
sobreviventes — viuvo(a)s e 6rfios). Essas categorias devem ainda ser abertas por sexo e
idade simples. Divisdes adicionais podem incluir a anélise da populagio ativa por servi¢o
passado e por nivel de renda. A esse respeito, ¢ evidente que divisdes adicionais somente
se justificam se resultarem em projecoes mais precisas.

Em complementacao aos dados iniciais, o arquivo de entrada inclui pressupostos
sobre os parametros — tais como aqueles mencionados na se¢do 1.2 — que afetardo a
evolugdo dos varios componentes dos agregados em questio. A metodologia devera ser
adequada ao nivel de complexidade dos pressupostos; em outras palavras, dependera da
natureza dos pressupostos. A metodologia pode algumas vezes ser simplificada — como
indicada, por exemplo, na se¢do 5.13, abaixo. Isso sugere que, em termos gerais, 0s
pressupostos paramétricos devem ser mantidos os mais simples possiveis, a menos que
existam fortes evidéncias do contrario.
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Hste capitulo discute metodologias alternativas para o método dos componentes,
que dependerao, de um lado, da natureza dos dados disponiveis e, de outro, da natureza
dos pressupostos com relacio aos parametros determinantes.

5.4. Projegoes Demogrificas: Descri¢do Geral

O primeiro passo na técnica de proje¢io ¢ a produgio das estimativas de nimeros
de individuos em cada um dos principais subgrupos populacionais (ativos, aposentados,
invalidos, sobreviventes — vivo(a)s e 6rfios) em pontos discretos no tempo (¢ =1,2...),

comecando de um dado valor inicial (em ¢ =0).

O procedimento de projecao demografica pode ser considerado como a intera¢ao

de uma operacido de multiplicacio de matrizes, da seguinte forma (baseado em Crescentini
& Spandonaro, 1992):

n,=n_,4% . (5.1)

na qual n, é um vetor linha com seus elementos representando os valores das

projecdes demogrificas no tempo t, e Oy ¢ a matriz quadrada de probabilidades de
transicdo para o intervalo (¢-1,¢), que toma a forma:

n, =[A() R@) I(t) W() O@)]

Sj(aa) q(ar) q(ai) q(aW) q(aO) B
0 0 p(rr) 0 q(VW) q(w) 0
0=00 0 p® g™ @0
0 (ww) O
0o 0 0 p 0 g

Ho o o o p“H

Os elementos da matriz e os simbolos nela contidos tém o seguinte significado:

p"" denota a probabilidade de permanéncia no estado I ;
q" denota a probabilidade de transiciao do estado I para o estado S;

a r,i, We 0, representam ativos, aposentados, invélidos, vitivos/vitvas e 6tfios,
respectivamente.

O procedimento acima, entretanto, nao ¢ aplicavel ao numero total de individuos
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nas subpopulacées. Para melhorar a precisdo, cada subpopulagao deve ser dividida no
minimo por sexo e idade. Preferivelmente a popula¢io ativa deve ser subdividida ainda
pelo tempo de servico passado. O procedimento deve ser aplicado ao nivel de subdivisao
mais baixo, apds o que devem ser agregados para fornecer os totais e subtotais. A mattiz
Q deverid ser especifica por sexo e idade; ela pode também variar a qualquer momento, se
tal for requerido. A inclusio dos sobreviventes leva a necessidade de um procedimento
adicional, requerido ap0ds cada iteragao, para classificar nas idades adequadas Yy (vidvos e
viuvas) e Z (6rfaos), os novos vidvos(as) ou 6rfaos, resultantes de falecimentos de homens
e mulheres na idade X, antes de proceder a préxima iteracio.

5.5. Dados para Proje¢oes Demogrificas

O ponto de partida do procedimento de iteragao para a populagdo inicial coberta
na data da avaliagdo devem ser os dados, subdivididos por idade e sexo, de cada
subpopulacio (ativos, aposentados, invalidos, vitvos/vidvas e 6tfaos). Para a populagio
ativa é desejavel, se isto pode melhorar a qualidade das proje¢des, possuir dados,
subdivididos por sexo e idade, sobre o servico passado. F possivel adotar uma distribuicio
ad hoc para a populacio ativa em torno da média de servico passado, se, por exemplo, a
variancia da distribuicdo puder ser estimada ou presumida.

Um problema pratico concerne as vatiagdes na definicio de idade. As possibilidades
incluem a idade com referéncia ao dltimo aniversario, a idade com base no mais préximo
aniversario e a idade que serd alcancada no préximo aniversario. Neste capitulo
utilizaremos a defini¢do de idade baseada no aniversario mais préximo. Essa escolha é
puramente ilustrativa e ndo invalida qualquer outra definicio mais adequada ou
conveniente as circunstancias. Os dados fornecidos de acordo com qualquer outra
definicio podem ser convertidos, por interpolacao, para a defini¢do adotada neste capitulo;
alternativamente, a férmula de projecio pode ser adaptada para adequat-se a definicao
especifica de idade, contida nos dados.

Uma segunda questio refere-se ao periodo de referéncia para os dados. Geralmente
uma avalia¢io atuarial é realizada ao término do ano financeiro do sistema de previdéncia.
Neste capitulo assumimos que os dados relativos aos beneficiarios referem-se aqueles
que estdo recebendo beneficios no momento da avaliacio, embora os dados referentes
a0s ativos cobertos incluam todos aqueles que foram creditados com no minimo uma
contribuicdo no ano financeiro anterior a data da avaliacio. Com respeito aos futuros
entrantes, ¢ normalmente dificil adotar pressupostos sobre nimero, sexo e idade dos
mesmos. Duas variantes sdo consideradas:

Variante (a): (baseada no ILO-PENS, 1997): O total esperado de populagao ativa
segurada — por sexo e idade — em anos futuros ¢ fornecido exogenamente, isto é, deve
ser baseado em projecSes sobre a populagdo nacional ou sobre a for¢a de trabalho.
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Variante (b): IndicacGes sobre a taxa de crescimento da populagao ativa segurada
total em cada ano da proje¢io sao fornecidas junto com a distribuicao relativa por sexo
e idade dos novos entrantes; freqiientemente, a mesma distribuicio de idade e sexo ¢é
utilizada para todas as geracoes de novos entrantes.

Em ambos os casos, as projecoes de novos entrantes para cada ano devem ser
deduzidas indiretamente. Assume-se as novas entradas como ocorrendo no meio do
ano financeiro. Para manter a consisténcia com a defini¢ao de idade adotada neste capitulo
(idade baseada no mais préximo aniversario), novos entrantes sao classificados por idade
baseada no mais préximo aniversatio.

5.6. A Base Atuarial para Proje¢coes Demogrificas

Para efetuar proje¢oes demograficas é necessario adotar uma base consistente de
elementos listados abaixo. Eles devem ser entendidos como especificos por sexo. Por
conveniéncia, o tempo nio ¢ indicado como variavel, mas algumas ou mesmo todas as
bases devem variar no tempo.

(a) A tabua de servico ativo {I},b<x<r, onde b ¢ a mais baixa idade de

entrada e I' a mais alta idade de aposentadoria. Esta ¢ uma tabua de duplo decremento,
admitindo dectementos de morte e invalidez. As taxas de decremento associadas sao

* a . *, . . .
denotadas por ¢, (mortalidade) e i (invalidez). Assume-se que as aposentadorias
ocorrem em idades integrais exatas, exatamente antes de cada aniversario; 7, denotando

a propor¢ao de aposentados na idade X;

(b) A tibua de vida para invélidos {/.},b< x<w e as taxas independentes de

mortalidade ¢! associadas;

() A tdbua de vida para aposentados, {/’},r" <x<w (onde r" ¢ a taxa de

aposentadoria mais baixa), e a taxa de mortalidade independente associada g7

(d) A tibua de duplo decremento para vitvos/vidvas, {{},y Sy<w ()" éa

mais baixa idade do vitivo/vitiva), e as taxas dependentes de decremento, ‘g
(mortalidade) €A, (novo casamento).

(e) A tabuade decremento unico para 6rfaos, {I°3,0<z<z", onde z é aidade

. . ~ , . . 0
limite para pensoes de 61faos, e a taxa de decremento independente associada ¢ ;
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® w,, a proporcao de pessoas casadas entre aquelas falecidas na idade X;

(h)  n,,onumero médio de 6rfaos de uma pessoa falecida na idade X;
(i) z, ,aidade média dos 6rfios acima;

G p(?) , ataxa de crescimento do numero de pessoas ativas seguradas no ano
de projecio t. Isto aplica-se somente para a variante (b) da secio 5.5.

Com relacio aos viavos/viavas e 6rfaos, devemos notar que as idades médias —
correspondente a uma dada idade X da pessoa segurada — tem sido indicada. Isso ndo
exclui a recorréncia a distribuico etaria de vidvos/vitvas e 6rfaos, de forma a melhorar
a precisao da projecdo (Boye, 1971; Picard, 1971). Além disso, as proporc¢des e idades
médias indicadas em (f), (@), (h) e (i) sdo tomadas como apliciveis para todas as categotias
de falecimentos — pessoas ativas, invalidos ou aposentados — mas podem
variar por categotia.

5.7. Expressées para Probabilidades de Transiciao

As seguintes expressoes para as probabilidades de transicao especificas por idade
¢ sexo sdo baseadas nas regras de adi¢do e multiplicacio de probabilidades. Elas sio
consistentes com as praticas internacionais (baseado em Picard, 1975).

Assume-se que cada iteracao ocorre imediatamente apds as aposentadorias
(ocorrendo ao fim de cada ano de idade) acontecerem. Sob o pressuposto de distribuicao
uniforme dos decrementos em cada ano de idade, assumimos que estes, afetando pessoas
ativas, aposentados e invalidos existentes — em (5.4), (5.5a), (5.7) e (5.9) — ocorrem, em
média, a0 fim de seis meses; consideramos os novos invalidos morrendo antes do fim
do ano como morrendo ao fim de nove meses (em (5.5b)).

Ativo para ativo

ad . * a *'
px - (1 - Qx - lx)(l _rx+1) (5'2)

Ativo para aposentado

ar — _* a _*-
qx - (1 Qx lx)rx+1 (5.3)
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Ativo para invalido

¢ =" (1-0,5¢")

Ativo pata viuvo/viuva

(aw) — _(awl) (aw?2)

9. =4, ~ Tq,
q)(cawl): x+055 05( q + h )5

aw _— * D
g™ = q +O75%025(q +h )D
Aposentado para aposentado

() =1 - 7
p. =l-gq,

Aposentado para viivo ou viuva

q)(ch):qx x+055 05( q + h )5

Invalido para invalido

(1)) —1 _ i
p, =l-q,
Invélido para viuvo/viuva

w) — i * W *
g™ = xWx+0,55_0’5( q, * hy)%
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Vitvo/viava patra viavo/vidva
%k

p(ww) —1- *qw iy (5.10)
X

X X

Podemos observar que a equacdo (5.5) tem dois componentes: (5.5a) relativo a
morte de pessoas ativas seguradas no intervalo de idade (x,x+1) e (5.5b) relacionado as

pessoas ativas que se tornaram invilidas e morreram na idade x+1 . Os valores de W,
correspondentes a idades fracionarias que ocorrem nas férmulas acima podem ser obtidos
por interpolagdo entre os valores adjacentes as idades integrais. Expressoes para
probabilidades de transicao relativas aos orfaos, correspondentes a (5.5a), (5.5b), (5.7),
(5.9) e (5.10), podem ser detrivadas da mesma forma que aquelas para viivos/viavas.

Nota: Com relagio ao fator de sobrevivéncia apds a transigdo de estado — em (5.4), (5.5a),
(5.5b), (5.7) e (5.9) — estritamente falando, mma corregao faz-se necessaria para manter a
consisténcia com o pressuposto da distribuicao uniforme dos decrementos. Por exemplo, a formula
(5.4) assume que a probabilidade de morte de um invdlido, na idade x+t , no interval
Jraciondrio (x+t,x+1) , pode ser expressa como (L=t)q, . Isso implica, contudo, que no
intervalo (x,x+1),

I _1-t ¢
— = —+—
I Lo

x+t X x+l1

que tem a conseqiiéncia, algo ilggico, de nma forca da mortalidade decrescente no intervalo. O
pressuposto linear mais lggico seria

L, =(1-0) +i,,

que deveria resultar na seguinte expressao para a probabilidade de morte de um invdlido, com
idade x+t em (x+1t,x+1) de

(1-1)q!
1-14.

Uma tal corregao deve ser introduzida, se for o caso, resultando na seguinte expressao para
a probabilidade de transicao:

0,5¢. O
qx D

¢ =4, 0~ -
* 0 1-0,5¢.

Na pritica, a expressao mais simples (5.4) deve, contudo, ser adequada. Essas observacies

também se aplicam as formmlas (5.5a), (5.5b), (5.7) ¢ (5.9).
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5.8. A Formula da Proje¢iao Demogrifica

Partindo dos dados da populacdo na data da avaliagio (1 =0) , fornecida como
indicado na se¢do 5.5 acima, as probabilidades de transicao sdo aplicadas para projecoes
sucessivas por sexo e idade (e preferivelmente por servigo passado, no caso da populagio
ativa). Na proje¢do da populagio ativa, os novos entrantes do ano imediatamente
precedente tém que ser incorporados antes de proceder a proxima iteracdo. A férmula
de projecio para a populagio segurada ativa é fornecida abaixo; o método de projetar a
populagio beneficiaria ¢ ilustrado com referéncia aos aposentados.

Notacao

. Act(x,s,t) denota a populacio ativa com idade X referida ao mais prixino
aniversdrio, com a duracdo fechada de servi¢o passado de S anos, ao tempo {;
b<x<r,s=0;

. Ac(x,t) denota a populagio ativa com idade X referida ao mais priximo
aniversdrio, a0 tempo t. A populacio de beneficiarios correspondente sera denotada
por Re(x,t), In(x,t) e W(x,t);

. A(t) representa a populacio ativa total no tempo t. A populagio beneficiiria
correspondente sera denotada por R(t), 1(t) e W(t).

. O numero de novos entrantes na idade X referida ao mais proximo aniversdrio

no ano de proje¢ao t, no intervalo (¢—1,7) , é denotado por N(x,?).
Projegoes para a populagdo ativa: variante (a)

A projecio da populacio ativa do tempo t— 1 ao tempo t € expressa pela equagio:

Act(x,s,t) = Act(x -1, 5 =1,¢ =1) p'*¥ (5.11)

x-1

onde b+1<x<r,s 21 . Assumimos que a densidade de beneficios, que ¢ a

proporcao do periodo potencial de trabalho no intervalo de idade (x—1,x) efetivamente
contado para propésitos de aposentadoria — ver (f) na secdo 5.11, abaixo — ¢é igual a
unidade. Mais genericamente, e aproximadamente, se db denota a densidade de beneficios,

Act(x,s,t)=[db Act(x-1,s —1,t —1) +

(5.12)
(1-db)Act(x ~1,s,t =1)] p“*
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Nesta variante, Ac(x,t) é dado exogenamente. Os sobreviventes ativos, no tempo

t, dos novos entrantes durante o ano (¢-1,¢) sdo dados por

Z(x,t) = Ac(x,t) - Z Act(x,s,t) —

(1-db)Act(x -1,0, t =1) p"“©

x-1

(5.13)

onde b< x<r easoma estende-se de s =1 até o limite superior de S. Note-se
que o ultimo termo em (5.13) nao ocorrera se a densidade for igual a unidade. Nesse

caso, Act(x,0,t)=Z(x,t) . De outra forma

Act(x,0,t) = Z(x,t) +(1 —db) Act(x -1,0,¢ 1) p“? (5.19)

Assumimos que esses novos entrantes ingressaram no meio do ano. O numero
efetivo de novos entrantes na idade X referida ao mais proximo aniversdrio pode ser estimado
pela projecdo reversa como

Z(x,t)

(aa)
x=0,5:0,5

N(x,t) =

(5.15)

O fator no denominador ¢ analogo a p)(caa) mas refere-se ao intervalo de idade

(x—0,5;x) e possui a seguinte expressio
(aa) — (1 _ a . _ (5.16)
Piosos = (1 =0,5(+q,, +*,))(A —r,)

Projecao da populagido ativa: variante (b)

Act(x,s,t), para b+1<x <r,s 21 , é projetado como na variante (a) — ver
(5.11) e (5.12).

Nessa variante, a taxa de crescimento da populacio ativa total segurada, p(7), ¢
dada. O total da populacio ativa no tempo t ¢ inicialmente projetado pela férmula

At) =A@ —1)(1 +p(2)) (5.17)
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Nessa variante, a distribuicio de idade proporcional dos novos entrantes por
idade referida ao mais priximo aniversdrio na data da entrada, pr(x) , ¢ também dada. Z(x,?)

¢ entdo estimado pela férmula

A(t)— Zy ( zpo Act(y,s,t)+(1 —db)Act(y —1,0,t —l)piial))
Zy P”(J’)p;u—uo),&o,s

_ (aa)
Z(x,1)= Xpr(x)px‘i‘f),ms (5'18)
Os dois somatérios no numerador incluem como indices todo intervalo etario

relevante e s 21, respectivamente. Act(x,0,¢) e N(x,t) sdo entdo computados como na
variante (a) — ver (5.14) e (5.15).

Nota: No desenvolvimento acima assumimos que Z(x,t) ¢ sempre positivo. Se forem obtidos
resultados negativos para Z(x,t) e portanto para N(x,t) , isso deve ser interpretado conro nao
excistindo novos entrantes, mas que, por outro lado, |N(x,t)| pessoas ativas seguradas deixcaram

0 estado ativo. Esse caso corresponde a situagio onde existe uma significante populagao coberta
latente, possivelmente com direitos de aposentadoria postergados, nao contribuindo correntemente,
mas potencialmente aptos para reverterem ao estado de contribuinte. O modelo de projecio pode
ser adaptado para esta situagao tratando esse grupo como uma subpopulacao distinta e projetando-
0 separadamente assumindo taxas de reentrada no estado de contribuinte. Isso, entretanto, nao
serd levado adiante neste capitulo.

Projegoes da populagiao beneficidria

O procedimento de projecdo para as varias popula¢des beneficidrias ¢ ilustrado
abaixo com relacdo aos aposentados:

(@)  populagio aposentada na idade X no tempo t:
Re(x,t) = Re(x=1,t =1)p\") +
Ac(x -1t -1)q'” +N(x,t)q'")

x-1 x—0,5:0,5

(5.19)

,1. . . ~ , , ar . .
onde o ultimo fator de projecio é analogo a g\, mas relaciona-se ao intervalo

etario (x—0,5,x) e tem a expressao
(ar) — _ a .
qx—O,S:O,S - (1 07 5(*qx—1 +*lx -1 ))Vx (5.20)
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(b)  populagdo total aposentada

R(t) = Z Re(x,t) (5.21)

onde x=b e o somatdrio estende-se de b+1 até W.

Nota: Temos assumido implicitamente gue para todos os novos aposentados, o segundo e terceiro
elementos de Re(x,t) — ver (5.19)— tém direito a aposentadoria. Se nma condigao de qualificagao
— em termos de um periodo minimo de servico passado — é aplicado, o segundo elemento deve ser
analisado em seus dois componentes, isto é, expresso cono

z Act(x—1,s =1, —1)g'”

x-1

¢ somente aqueles componentes incluidos que se qualificam para a aposentadoria. Similarmente,
0 terceiro elemento de Re(x,t) , que deve ter somente meio ano oun menos de servigo, deve ser
excluido das condigoes de qualificacdo, se aplicavel. Esta nota ¢ ignalmente vilida para as
projecoes de invalidez; e de pensoes de visivos/ visivas.

5.9. Projegoes Financeiras: Descri¢ao Geral

Apés completar as projecdes demograficas — conforme descrito na secdo 5.4
acima — o préximo passo € a producio de estimativas do total anual da folha de salarios
segurada e o montante anual total das diferentes categorias de beneficios correntes nos

instantes (¢ =1,2,...) comecando do valor inicial dado em ¢ =0. Esses agregados sdo
obtidos aplicando-se o montante médio per capita apropriado a cada (salarios ou
beneficios, conforme seja o caso) elemento individual da projecao demografica, somando-
se em seguida todos esses valores individuais. Os montantes médios sao computados
ano a ano, paralelamente ao progresso das proje¢oes demograficas correspondentes.
Um montante per capita médio (de salarios ou beneficios, conforme o caso) é computado
para cada elemento distinto da popula¢ao gerado pela projecao demografica; se diferentes
elementos sdo agregados na projecao demografica — por exemplo, invalidos existentes

sobrevivendo da idade X a idade x+1 e novos invalidos alcancando a idade x+1 | ao
mesmo tempo — um montante médio ponderado per capita deve ser computado de
forma a corresponder ao elemento da populagio agregada.
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Dois diferentes métodos serdo descritos abaixo relativos a projecoes de salarios
segurados.

Método 1: O primeiro método, que é classico, refere-se a médias salariais
relacionadas a idade e ao tempo que sdo projetadas, sendo consideradas a progressao
para cada coorte de média salarial de acordo com uma fungdo escala de salarios
relacionados a idade e levando em conta o crescimento do nivel geral de salarios, mas
assumindo que a funcio escala de salarios é constante. Embora os salarios iniciais das
coortes de novos entrantes sejam variados, este método nao permite a modelagem
adequada das variagoes no tempo da estrutura salarial com base na idade da populagao
ativa. Nao permite ainda levar em conta a distribui¢ao salarial em cada idade.

Meétodo 2: (baseado na ILO-DIST, 1996): Este método comeca modelando uma
varia¢do no tempo da estrutura salarial média relaciona a idade, apds o que computa as
médias salariais relacionadas ao tempo e a idade levando em conta o crescimento da
escala geral de salarios. Além disso, modela a distribuicao de salarios por idade que
aumenta a precisao das proje¢oes financeiras.

5.10. Dados para Projecoes Financeiras

Para a populagdo ativa inicial, os dados iniciais consistem de médias salariais
especificas por sexo em cada idade X, denotada por s(x,0). Assume-se que os salarios
estao relacionados aos salarios anuais em vigor na data da avaliagdo, isto é, o salario
potencial correspondente a um trabalho de tempo integral durante um ano.

Adicionalmente, para a aplicagdo do método 2, faz-se necessario a distribui¢ao
salarial por idade, da populagao inicial. Alternativamente, uma indica¢do do coeficiente

de variagao dessa distribui¢ao — denotado por cv(x) — deve ser obtido.

Os salarios devem referir-se ao salario total, ou ao salatio relevante para o sistema
de previdéncia social, isto ¢, ao salario sujeito a determinados piso e teto. No caso do
teto, um “fator de reten¢do” deve ser aplicado para obter o salario relevante. Assumiremos
neste capitulo que as referéncias sio feitas ao salario total.

Para os aposentados correntes na data da avaliacdao, deverdo ser obtidos os
montantes médios anuais especificos de beneficios por sexo, idade e categoria de beneficio.

Um outro dado necessatio para a analise financeira ¢ o fundo de reserva acumulado,

na data da avaliacao, denotado por Fd(0).
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5.11. Bases Atuariais para as Projecées Financeiras

As bases para as proje¢des financeiras devem incluir pressupostos para os
elementos a seguir. Eles devem ser especificados como fungdes da idade ou do tempo;
os elementos relacionados a idade devem ser especificados por sexo e além disso, se
necessario, devem variar no tempo.

(a)  Para o método I: a fungio escala de salarios relacionados a idade: s_;

(b)  Para o método 2: a fungio escala de salarios relacionados a idade: j(#);

(¢ A taxa anual de crescimento dos salarios em cada ano de projecio y(¢);

(d) A taxa anual de indexacdo das aposentadorias em cada ano

de projecao: B(r);
(e) A taxa anual de retorno do investimento em cada ano de projecao: i(¢);

() A densidade de contribuicdo, isto ¢, a fracdo do ano durante a qual as

contribuicdo sdo efetivamente realizadas, de(x);

(e) A densidade de beneficios, que ¢ a fracao do petiodo potencial de trabalho

que sera efetivamente contada para fins de aposentadoria, db(x) — que devera

exceder de(x) devido ao crédito de periodos ndo contributivos.

5.12. As Formulas da Projecio Financeira

Projecao das médias salariais: método 1

A férmula basica para a projecio da média salatial de qualquer coorte, na idade X
e no ano t, comecando da média salatial do ano anterior, é

S

Sal(x,t) =s(x—1,t -1)——(1 +y(?)) (5.22)

Sx—l

s(x,t) que denota a média salarial da populagio ativa total com idade X, na definicao
de idade relacionada ao aniversario mais préximo, deve ser obtida tomando-se a média
ponderada dos salarios da coorte sobrevivente de -1 e a média da coorte de novos

entrantes no ano (¢ —1,¢) , assumindo que estes entram na idade X, na definicdo de idade

107



A Técnica de Projecio para Avaliagdes Atuariais

relacionada ao aniversario mais proximo, no meio do ano. Para o dltimo grupo, o salario
médio no fim do ano de entrada, denotado por sn(x,t) , é expresso como

sn(x,t) =s(x=0,5; 0)Hr/(1+y(2)) ESS—X (5.23)
x—-0,5

Projecao das médias salariais: método 2

A fungao saldrio relativo, denotada por ss(x,0) , que indica os niveis relativos de

médias salariais vinculadas a idade em # =0 , ¢é estabelecida expressando a média salarial
na idade X como um indice — com o valot, digamos, 1.000 para a idade mais baixa b —da

s(x,0)
s(b,0)

A funcio salatio relativo para o ano de projecio t é entdo computado pela formula

forma seguinte:

ss(x,0) =1000 ——=

(5.24)

O ss(x,0) nh
Fs(x-1:0)

Devemos observar que o valor do fator de ajustamento j(¢) maior/menor que a

ss(x,t) =ss(x —1,¢) (5.25)

unidade implica uma extensdo/profundidade da variacio da média salarial por idade. Se

j(® =0 , a média salarial torna-se a mesma para todas as idades.

A média salarial na idade X, no ano de proje¢ao t é entdo computada pela férmula

(y,t DAc(y,t 1) z Ae(y,1)
Zb Lss(y, ) Ac(p,1) Zb Ac(y,1-1)

onde Ac(Y, t) denota a populagio ativa projetada na idade Y e no tempo t.

s(x,t) =ss(x,t)(1+y(1)) 2 (5.26)

A folha total de salarios em vigor no tempo t deve ser estimada como

z  Ac(x,t)s(x,1)dc(x) . Como mencionado na secio 5.10 acima, um “fator de retengao”

deve ser aplicado se s(x,t) refere-se ao total salarial e ndo ao saldrio segurado.
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Projecao das distribui¢ées de salirios

Dependendo da férmula de aposentadoria, a precisao das projecoes de despesas
pode ser melhorada utilizando distribui¢oes de salarios.

A distribui¢ao de salarios para qualquer idade X é considerada lognormal (ILO-
DIST, 1996). Isso significa que o logaritmo natural dos salarios é normalmente distribuido.

Facamos ydenotar o salario e z =log,y . Fagamos ainda, K, e 4. denotar as respectivas

médias e 65 e GZZ as respectivas variancias. Esses parimetros sdo conectados pelas

relacoes |
2
H; +EGZ
= (5.27)
p,=e
o2 = (% —1) (5.28)
y .

Tendo a média salarial sido projetada, p, =s(x,f) . Se assumimos que o coeficiente

de variagao de Y ¢ invariante ao valor inicial ¢v(x) , entido o, = cv(x)s(x,7). Os parametros

da distribui¢do de Z podem entdo ser computados pelo inverso das féormulas acima, da
seguinte forma:

o 4, O
— J
u. =log, (5.29)
ﬁ;}l +cv(x)’ H

('722 =log, (1 +CV()C)2) (5.30)

Podemos demonstrar (ver apéndice 6) que a média salarial da populacido entre
quaisquer dois niveis de salarios, digamos y,e , é dada por

d(w, —0.) = DP(w, —0.) (5.31)
D(w,) — P(w,)

onde P(w) ¢ a funcido de distribui¢do da variavel normal padrio,

s(x,1)

Wa =(logeya _‘UZ)/UZ ¢ Wb =(logeyb _:uz)/o-z~

Na pratica, a populacio ativa em cada idade, Ac(x,t) , deve ser particionada em

um numero limitado de grupos de acordo com o nivel salarial. Por exemplo, trés grupos

109



A Técnica de Projecio para Avaliagdes Atuariais

podem ser usados:
(@ o grupo de baixa renda (os 30% de mais baixa renda da populacio);
(b) o grupo de renda média (os 40% de renda média);
(¢ o grupo de alta renda (os 30% de mais alta renda).

Facamos sl(x,f), s2(x,t) e s3(x,f) denotar as respectivas médias salariais.

Primeiro os valores w; ¢ w, sio determinados de forma tal que ®(w;)=0,3 e

®(w,)=0,7 . As médias salariais serdo entdo dadas por
q)(wl B GZ )
G(w)

dw,-0.)-Pw, —0.) (5.33)
D(w,) = P(w,)

(5.32)

sl(x,t) = s(x,t)

s2(x,t) = s(x,1)

1-®P(w, —0.)
I—CD(W2)

(5.34)

s3(x,t) =s(x,t)

Projegao de despesas futuras

Conforme explicado na se¢ao 5.9, um montante médio per capita de beneficio
deve ser determinado para cada elemento distinto da populagdo beneficiaria na projecao
demografica correspondente. Um montante médio ponderado per capita de beneficio é
entdo computado para aqueles elementos que sao reunidos em qualquer estagio particular
do processo de projecao. Isso ¢ ilustrado abaixo para as aposentadorias.

Facamos D(X, t) denotar o montante médio per capita de beneficio de Re(X, t)
aposentados na idade X e no tempo t. Podemos observar da equacio (5.9) que Re(X, t) ¢é
constituido por amalgama de trés elementos distintos. O montante de beneficio per
capita referente a cada elemento pode entdo ser determinado e uma média ponderada
encontrada.

O montante per capita de beneficio para o primeiro elemento pode ser determinado
como:

b(x,t) =b(x—1,t =1)(1 +B(1)) (5.35)
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O segundo elemento de Re(x,?) ¢ referente aqueles que estdo deixando a populagdo

ativa na idade de x =1 , um ano mais cedo, isto 4e(x—Lz=1) . O caso mais simples é
aquele em que a distribui¢do do servigo nao ¢ utilizada, mas os calculos sio baseados na
média do servico passado das coortes. Fagamos o tempo de servico contributivo de
Ac(x—1,¢ =1) pessoas ser denotado por sv(x=1,¢-1) . O tempo de servico desse o, apos
um ano, pode set projetado como

sv(x,t) =sv(x —1,t =1) +db(x —0,5) (5.36)

Sob os pressupostos assumidos, as aposentadorias ocorrem ao fim de cada ano
de idade. Se o beneficio é baseado no salario a época da aposentadoria e aplica-se o
métodol, o salario de referéncia deve ser Sal(x,t) —ver (5.22). Se, por exemplo a férmula
de aposentadoria prevé 1% do salario final por ano de servigo, o montante de beneficio
per capita deve ser dado por

sv(x,t)
100

Se o método 2 ¢é aplicado, o segundo elemento de Re(x,?) deve ser entendido

———=Sal(x,t) (5.37)

como sendo constituido de trés subgrupos com médias salariais s1(x,?), s2(x,t) e s3(x,?)
—ver (5.32), (5.33) e (5.34). O montante de beneficios deve entdo ser computado para
cada subgrupo, e encontrada uma média ponderada. Se, em adi¢ao, uma distribuicao de
servico passado esta disponivel, entio A4c(x,t) deve ser compreendido como constituido
pelos subgrupos de primeiro nivel A4et(x,s,t) — ver (5.11) — de acordo com o servico
passado S, cada subgrupo de primeiro nivel deve ser constituido por trés subgrupos de
segundo nivel, de acordo com os niveis de salarios. (Isso ignora a correlagao entre niveis
de salarios e servico passado, se nenhum ajustamento, mesmo ad hoc pode ser possivel
em instancias especificas). Um montante de beneficio per capita deve ser computado
para cada subgrupo de segundo nivel e encontrada uma média ponderada de todos
subgrupos de segundo nivel. Uma andlise detalhada como esta nao deve ser justificavel
no caso de uma férmula de aposentadoria simples tal como aquela em (5.37), mas se a
térmula ¢ mais complexa — envolvendo taxas percentuais maximas e minimas ou taxas
variantes de aquisi¢do, ou sujeito a montantes minimos e maximos — tal andlise pode
aumentar significantemente a precisao das projecoes e serd, portanto, justificada.

O terceiro elemento de Re(x,t) corresponde as aposentadorias oriundas de novos

entrantes do ano imediatamente precedente (#—11¢) . Esse grupo deve ter um servigo
passado de metade de um ano ou menos. O saldrio sera considerado como sendo
sn(x,t) , sob o método 1 —ver (5.23) — e como idéntico aquele do segundo elemento sob
o método 2.
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Devemos entender que se as varias médias salariais projetadas referem-se ao salatio
total, “fatores de reten¢io” devem ser aplicados em cada estagio para estimar os salatios
segurados médios correspondentes.

5.13. Um Método Alternativo de Projegcao sob
Pressupostos Simplificados

Em certas circunstancias, sera suficiente produzir proje¢des para uma unica geracao
de novos entrantes da qual os resultados combinados para todas as novas geragbes de
entrantes pode ser obtido por um processo conhecido como jungio. Isso é entdo
combinado com uma proje¢ao de fundo fechado relativa a populagao inicial para obter
as proje¢oes requeridas de fundo aberto.

Projecées demogrificas

O exercicio de proje¢io pertinente para uma geracio tipica de novos entrantes
deve ser relativa, sem perda de generalidade, a uma populagao de 100.000 novos entrantes
na data de avaliacdo. Considere a populagao ativa projetada de duragdo Z, denotada por
|A(2) para as projecoes da populagio inicial e denotada por NA(Z) para a projecio padrio
da geracao de novos entrantes. Dados a taxa de crescimento da popula¢io ativa em cada
ano de projecio P(z) , o numero atual de novos entrantes Na(z) e assumindo-se que
entram no meio do ano, sao deduzidas duas diferentes expressdes para a populagio ativa
no fim do ano de projecio t (Picard, 1979):

t

14(0) |_| (1+p(2)) =14(1) + Z "

na(z)

NA(t =z +0.,5
00.000 AU =2 *0.5) 539

Se o periodo de projecao é de Nanos, existirdo N equagdes deste tipo (¢ =1,2,...,n)
que podem ser resolvidas sucessivamente para os numeros Na(t) . Por exemplo, o nimero
de novos entrantes no primeiro ano de proje¢ao é dado por

LA(0)(1+ p(1)) = IA(1)
NA(0,5)

na(l) = 100.000 (5:39)
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Em (5.38), o valor de NA(t—z+0,5) deve ser obtido por interpolacio entre
NA(t-z) e NA(t-z+1). Apos resolver para na(z), z=1,2,...,n, estes valores serdo
utilizados para derivar as projecoes de beneficiarios para os varios tipos de beneficios.
Por exemplo, se IR(Z) denota o nimero de aposentados de duragio Z na projecio da
populacio inicial e NR(Z) denota o niimero correspondente resultante da projeciao padrio
de 100.000 novos entrantes, o nimero de aposentados ao fim do #ésimo ano de projecao,
derivado da populacio inicial como também dos novos entrantes dos primeiros t anos,
¢ dado por

t

TR(¢) = IR(¢) + z

na(z)

NR(t —z +0,5) (5.40)
100.000

Em (5.40), a primeira componente do lado direito representa os aposentados
oriundos da populagio inicial enquanto que o segundo membro representa os aposentados
originarios dos novos entrantes que aderiram ao sistema nos primeiros t anos, ambos ao
tim do #ésimoe ano de projecio.

Projegoes financeiras
Fagamos as proje¢Ges para o total de salarios da populacio inicial e para a geragio
padrio de novos entrantes denotados por It) e NSt) e as projecoes para o total de

aposentadorias por IP(t) e NP(t).

O total de salarios segurados ao fim do #-ésimo ano de projecio derivado da
populagio inicial e dos novos entrantes dos primeiros t anos é dado por

- na(z)

IS@)=1S(t)+
© © = 100.000

————NS(t -z +0,5)4ADJ(z) (5.41)

onde ADJ(2) é um fator de ajustamento dado por

[ (470)
JI+y(t—z +1)

Devemos notar que ADJ(2) fornece a escala salarial adicional requerida para elevar

ADJ(z) = (5.42)

NS(t -z +0,5) a0 nivel geral de salarios do fim do #ésimoe ano de projegao.
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Sob a condi¢ao que (1+y(z)) alcanca uma taxa constante — independente de Z —
para (1+B(z)) , uma férmula similar pode ser usada para estimar os beneficios totais ao
fim do #ésimo ano de projecio, usando os mesmos fatores de ajustamento. Portanto,

t

TP(t) = IP(t) + Z

na(z) NP(I -z +0,5)ADJ(z) (5.43)

Devemos notar que se condi¢io acima nio for satisfeita, em geral, ndo sera possivel
aplicar uma férmula simples tal como aquela em (5.43).

5.14. Manipulagcao de Projecoes Financeiras para
Propdsitos de Avaliagdo

Baseados nos dados (iniciais) e nos valores projetados dos salarios anuais segurados
totais ¢ do montante anual total de beneficios em vigor nos pontos do tempo
t=0,1,2...,n, os agregados respectivos para os anos de proje¢do 1,2,...,n deve ser obtido
por método de integracao numérica. Uma margem para os custos de administracao deve
ser adicionada para as despesas com beneficios projetadas. Facamos o montante de
salarios segurados projetados e o despesas total (incluindo administragao) para o #-ésino

ano de projegdo ser denotado por S, e B, , respectivamente, com ¢=1,2...,n

E comum descontar-se os agregados acima para a data de avaliacao. Denotaremos

os valores descontados por DS, e DB, . Por exemplo,

Sl‘
- a+ienF/i+i0) o

Os valores descontados sio entdo acumulados, comecando com o primeiro ano,

DS, =

para obter os totais de salarios e beneficios descontados, denotados por TDS, e¢ TDB, .
Por exemplo,

TDSt — z DS, (5.45)
r=1

Na avaliacdo de sistemas previdenciarios em funcionamento, o interesse principal
deve ser testar a adequagio do arranjo de financiamento adotado. Tipicamente, serd

114



A Técnica de Proje¢io para Avaliagbes Atuariais

necessario testar se a programacao da taxa de contribuicio C, por N anos seguintes a
avaliacdo conduzira o sistema de previdéncia a um padrio de acumula¢io para o fundo
de reservas que satisfara a um critério predeterminado, tal como:

(@  excede, ao fim de cada ano financeiro, uma dada propor¢ao das despesas
com beneficios daquele ano; ou

(b)  satisfaz um certo padrao de crescimento (por exemplo, nao tem crescimento
negativo em qualquer estagio).

Paralevar a cabo o teste acima, inicialmente faz-se necessario projetar o crescimento
do fundo de reservas, denotado por V(t) , comecando de um valor inicial, Fd(0). Isso
pode ser alcancado por repetida aplicacdo da seguinte férmula recorrente
para (t=1,..,n):

V(e)=V(e-D)(1+i(2) HCS, -B]J1+i(t) 649

Quando se realiza uma avaliacio atuarial inicial, precedendo a introduc¢do de um
sistema de previdéncia, faz-se necessario modelar métodos alternativos de financiamento.
Isso também se aplica para um sistema de previdéncia em andamento em casos de
mudangas no arranjo de financiamento do sistema. Computacdes sao ilustradas abaixo
para selecionados métodos de financiamento.

Para um sistema que utiliza o método de reparticao simples, a taxa de contribuicio
projetada para o #-ésimo ano financeiro é dada por

B
PAYG, = Et (547)

t

Para outros métodos de financiamento de sistemas de previdéncia social discutidos
no capitulo 1, as férmulas continuas desenvolvidas naquele capitulo podem ser adaptadas
para o caso discreto, substituindo as integrais

L”’B(r)e"”dr e InmS(t)e'a’dt
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que aparecem nas férmulas por TDB, —TDB, ¢ TDS, —TDS, respectivamente.

Além disso, as funcoes B(m)e™" e § (m)e™®" que também aparecem nas férmulas

serdo obtidas por interpolacio entre os valores projetados para o m-ésimo e m+1-ésimo
ano financeiro. O procedimento ¢ ilustrado abaixo para selecionados métodos de
financiamento. A data de avaliacdo é considerada como a origem no eixo do tempo.

O prémio médio geral — ver formula (1.13) do capitulo 1 — pode ser computado
projetando-se os valores até que o sistema alcance a sua maturidade. Suponhamos que a
maturidade seja alcancada no #-ésimo ano de projecio. Facamos i, p* e 7" indicarem os

valores eventuais (constantes) do retorno do investimento, o fator de crescimento de
novos entrantes e o fator de crescimento salarial devido ao mérito, onde, por razdes
Obvias,

I+ >(1+p)(1+))

e seja

,= AT +y®)
(1+1%)

O GAP, levando em conta o fundo de reservas na data da avaliacio (+=0) , sera
entdo dado por

TDB,_, + kDB, — Fd(0)
TDS, , + kDS,

GAP = (5.48)
ondek =1/(1-v).

O prémio comparado correspondente para um periodo inicial de Manos seguintes
a data da avaliacio (1 =0) — ver férmula (1.32) do capitulo 1 — pode ser computada

como

DB DB . +6 TDB -6 Fd(0) (5.49)
n(0,m) =

JDS DS . +8 TDS,

onde o método da interpolacio geométrica foi usado.

0, Ppode ser aproximado por
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o, =log, (1+i(m)) (5.50)

O fundo de reservas acumulado, ao fim do periodo, partindo da reserva inicial de
Fd(0) — ver formula (1.5) do capitulo 1 — sera dado por

V(m)=[Fd(0) +r(0,m)IDS, ~TDB, ] aﬁl (1 +i(r))a (5.51)

Uma expressao alternativa — baseada na férmula (1.31) do capitulo 1 — ¢

V(m) — V BmBm+l - 77'-5(09 m) \ SmSm+l (5.52)

m

A interpolacido é novamente baseada no método geométrico.

As férmulas pertinentes para os outros métodos de financiamento podem ser
adaptadas similarmente, para propésitos de calculos.
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6. TECNICA DO VALOR PRESENTE

6.1. Introdugio

Este capitulo trata da segunda das duas técnicas para a analise de sistemas de
previdéncia mencionados anteriormente. Essa técnica considera uma coorte inteira de
pessoas seguradas a cada vez e calcula o valor presente provavel dos salarios segurados
futuros, por um lado e os beneficios de aposentadorias pagaveis aos membros da coorte
e a0s seus sobreviventes, por outro lado.

Essa técnica é naturalmente adequada para a avaliagao de sistemas de previdéncia
ocupacionais, que, como foi visto no capitulo 2, em geral sdo totalmente capitalizados.
Esse nio ¢ o caso dos sistemas de previdéncia com capitalizagao parcial, para os quais a
técnica apropriada de avaliagao ¢ a técnica de projecao. Apesar disso, a técnica do valor
presente pode fornecer detalhes financeiros adicionais e ser, portanto, ttil ao ser utilizada
conjuntamente com a técnica de proje¢ao. A técnica do valor presente ja foi introduzida
no capitulo 2, embora em sua forma continua e referente apenas a aposentadorias. A
equacido 2.2 de fato representa a taxa de contribuicio K(D), resultante da igualdade, para
uma coorte entrando na idade b e aposentando-se na idade r, de K(b) vezes o valor
presente provavel dos salarios futuros e o valor presente provavel dos beneficios de
aposentadorias futuras.

A seguir, desenvolveremos aproximagdes discretas para as fungdes comutacionais
continuas de forma a permitir a aplicagdo pratica da teoria. O tratamento sera estendido
para beneficios de invalidez e pensdo por morte. As referéncias serdo feitas as mesmas
bases demograficas e financeiras utilizadas na explanacio da técnica de projecio, detalhada
nas se¢oes 5.6 ¢ 5.11 do capitulo 5. Além disso, certas simplificagdes nas bases de dados
serdo adotadas. Primeiro, a varia¢io no tempo das bases econdémicas nao serao
consideradas. Portanto, y"(¢) , B'(r) € i (t) serdo consideradas constantes e as taxas de

juros i e | e seus fatores de desconto correspondentes serdo introduzidos onde
Jx
1+7 1
— = 1, y=—- (6.1)
l1+y 1+i

1=

_l+i ]
1+ B 1+

Jj (6.2)

M
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Segundo, os fatores de densidade dC e db serdo considerados iguais a unidade
para todas as idades. Finalmente, apenas uma idade de aposentadoria I' serd modelada,
sendo b a mais baixa idade de entrada.

A férmula do valor presente sera desenvolvida para um caso simples onde a
aposentadoria (por tempo de contribuigdo ou invalidez) é obtida a razio de 1% do
salario final, por ano de trabalho. Para um tratamento mais geral, o leitor deve consultar
um livro texto em previdéncia ocupacional (por exemplo, Lee, 1980).

A pensio do conjuge sobrevivente sera denotada por uma propor¢io RWP do
beneficio de aposentadoria atual ou potencial do falecido, e a pensdo de cada 6rfao por
uma propor¢ao ROP do beneficio de aposentadoria do falecido.

6.2. Fungées Comutacionais Especiais

Uma série de fun¢Ges comutacionais especiais (especificas por sexo e idade) sao
necessarias para a aplicacdo da técnica do valor presente. Essas funcGes sao baseadas em
uma ou outra das tabelas decrementais mencionadas na secio 5.6, ou ainda em uma
combinacdo qualquer destas. As funcOes baseadas nas tabuas de servigo ativo serdo
computadas 2 taxa de juros I, enquanto que aquelas baseadas nas demais tibuas setio
computadas 2 taxa |.

Fungoes baseadas na tibua de servico ativo (b< x<r)

D! =] j V' (6.3)

X
as - a
D" =s D (6.4)
as as
Dx + Dx+1

5;’5 — 5 (6.5)

r—1
N js - Z Dtas (6.6)
=x
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Fungoes baseadas na tabna de vida para invilidos (b < x <w)

I — qi, X
Dx =/ U (6.7)
i i
B =Dt D 6.8)
’ 2
. w
I — i
N = Z D, (6.9)
t=x
ATl
_, _N.
= (6.10)
X i
Dx
Fungies baseadas nas tabuas de duplo decremento para visivos/ vidivas (y" < y <w)
wo— W
Dy —ly u’ 6.11)
_ D'+D’"
;V -y o+ (6.12)
2
— W —
W — w (6.13)
Ny =% D]
=y
AW
__ N,

(6.14)

’ DY
y
Fungoes baseadas na tabua de servico ativo e na tibua de vida para invilidos (b < x <r)

ai — a . 05—
C. =D, Uyv—a,,; (6.15)

ais — ai
C." =5,05C (616)

X
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Fungies baseadas na tabua de servico ativo e na tibua de decrementos para visivos/ visivas
(b<x<r)
—w

-—Ww
+
G — Wxayx Wx+1ayx+1 (6.17)
x(y) 2

aw — a a_ 0,5
C" =Dl

x(y) (6.18)

aws aw
Cx — Sx+0,5Cx (6.19)

Fungoes baseadas na tibua de servico ativo, na tibua de vida para invdlidos ¢ na tabua de
duplos decrementos para visivos/ visivas (b < x <r)

w i i.0,5
4 = _.Diqu G,
x(y)_ Di

X

(»)

(6.20)

C*=D'G V"4 (6.21)

x+0,5(y)

ws — w
Cx _ Sx+(),5 Cx

(6.22)
Fungoes baseadas na tabua de vida para aposentados (r < x < w)
P —JpP,,x
D? =1["u (6.23)
S (DI +Df)
]\_[p - t=x V! 1+1 (6.24)
r=
2
___N?
al =—- (6.25)
D X

Nota: As fungies comutacionais e anuidades acima referem-se a saldrios e beneficios pagdveis
continuanmente, e devem ser ajustadas para pagamentos efetuados com uma determinada freqiiéncia,
por exemplo, semanalmente. Elas podem ser ajustadas para corresponder mais exatamente a
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qualquer programagao de pagamentos. Por exenmplo, se os beneficios sao pagaveis mensalmente e
em obrigacies, (6.10) pode ser substituido por (ver apéndice 1)

an_ o AL _NL 1L
ax - ax +
24 Dl "4

com exipressies similares em (6.14) e (6.25).

6.3. Expressoes para Valores Presentes Proviveis de Saldrios
Segurados e Beneficios

As expressoes a seguir relacionam-se a uma coorte especifica por sexo e idade x
na data da avaliacio e refere-se a uma unidade de salario segurado naquela data. As
expressoes para 6rfios ndo sdo indicadas mas podem ser derivadas de forma semelhante
aquelas referentes a vidvos/viuvas.

Valor presente de saldrios segurados (b < x<r)

pusc = 22

as
X

Valor presente das aposentadorias

as

D
PVR(x) = p(r,x) D—ras a’ (6.27)

onde p(r,x) denota a aposentadoria da coorte na idade X como uma propot¢ao

do salario final.

Valor presente de aposentadorias por invalidez (b < x <r)

PVI(r) = 2 ’;;sx)c 629)

X
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onde p(¢,x)denota a aposentadoria por invalidez como uma propor¢ao do salario,
para um entrante na idade X, se a invalidez ocorre na idade (¢,£+1)

Valor presente das pensies de visivos/ visivas (morte em servico) (b < x <r)

r=1 aws
- pt,x)C

PVWI(x) =RWP - (6.29)
Valor presente das pensies de virivos/ virivas (morte apds invalidez) (b < x <r)
r-1 iws
— i=x P (t’ X) Cf
PVW2(x) =RWP — (6.30)
Valor presente das pensaes de visivos/ visivas (morte apds aposentadoria)
w 0,5

Das B DP qpu > G

PVW3(x) =RWPp(r,x) Dr“ . zt—r tDrp 1) (6.31)

X

6.4. Maior Desenvolvimento das Expressoes para uma Formula
Simples de Cidlculo de Aposentadoria

As expressOes acima, particularmente (6.28) até (6.30), podem ser mais
desenvolvidas para uma férmula de aposentadoria especifica. Isso ¢ ilustrado abaixo
para uma férmula simples de aposentadoria obtida a razao de 1% do salario final, por
ano de servico. Se PS(X) denota o servico passado na data da avaliagio,

+r— +t—-x+
rox) = ps(x)+r—x 0 p(t.x) = ps(x)+t—x+0,5
100 100

p(

Rais + + Mais
PVI(X): x+1 (pS(X) 095) X

100D*

(6.32)
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r—1
ais — ais
M* =Y C @)
t=x
. r_l .
als —— ats
Rx = z M , (6.34)
t=x
RaWS + +O 5 MaWS
PVWI(x) =RWP =4 (ps(x) — )M (6.35)
e 100D;
r—1
M™ =N C™ (6.36)
r—1
R;zws — M s (6.37)
Z ;
Riws + + Miws
PVW2(x) = RWP =" (pf(()gi)mo’S) : 6:39)
onde
. r_l .
M=% C" (6.39)
. r_l .
R™ = ZM > (6.40)
t=x
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6.5. Cilculo dos Prémios Médios

A aplicagio do método do valor presente ¢é ilustrada nesta se¢do através do calculo
dos prémios médios AP1 e AP2, para a populacio inicial e para os novos entrantes,
respectivamente. Além disso, também ¢ calculado o prémio geral médio, GAP, para um
novo sistema de previdéncia. Por simplicidade consideraremos apenas um dos sexos; é
claro que na pratica os resultados para os dois sexos devem ser obtidos.

Facamos Ac(x,0) denotar a populacio inicial na idade X na data da avaliacio e
5(x,0) o salrio segurado médio desta populagio. Facamos pr(X) denotar a proporcio de
novos entrantes ingressando na idade X — assumindo-se que ¢ a mesma para todas as
geracdes de novos entrantes; facamos Na(t) denotar o nimero de novos entrantes no
t-ésimo ano (¢t—1,¢) , assumindo que estes ingressam no meio do ano; e facamos SN(X)
denotar o salario segurado médio de uma geragao padriao de novos entrantes ingressando
na data da avaliacdo. Fagamos os valores presentes provaveis — correspondentes a unidade
de salario inicial — dos salarios e o total das aposentadorias (todas as categorias combinadas)
relacionados a populacio inicial serem denotados por PVSL(X) ¢ PVB1(X), ¢ as
quantidades correspondentes a geragdo padriao de novos entrantes serem denotadas por
PVS2(x) e PVB2(X) . O prémio médio para a populagio inicial e para os novos entrantes
serdo entdo dados por

Zx bAc(x 0)s(x,0)PVBI(x)

AP1

] (6.41)
Z Ac(x,0)s(x,0)PVSI(x)
r=1
AP) = Zfif pr(x)sn(x)PVB2(x) 6
Z ., Pr(x)sn(x)PVS2(x)
Se as expressoes acima forem abreviadas como
AP1=P1/Q1 e AP2=P2/Q2
o prémio médio geral sera dado por
_ PI+kP2
(6.43)

T QI+kQ2
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onde K é dado por
0
—_ -0,5
k= Z na(t)v' (6.44)
t=1

e v=1/(1+i) — ver secdo 6.1, acima. A expressio para K pode ser simplificada se

na(t) segue uma lei simples. Por exemplo, se na(t) =na(l)(1+ ()"~ entdo a expressio
convergird, uma vez que 1+ f <l+i  para
0,5
(+i)”
k=na(l)——— (6.45)
(i=1)

A condigdo acima para convergéncia nio ¢ outra sendo a bem conhecida condi¢io
de que a taxa de juros deve exceder a soma da taxa de crescimento do nimero de novos
entrantes mais a taxa de crescimento dos salarios devido ao mérito.

127






APENDICE 1

MATEMATICA ATUARIAL BASICA

Este apéndice fornece um breve sumario dos principais elementos da matematica
atuarial basica. Pretende-se que este seja principalmente uma fonte de referéncia rapida.
Para maiores detalhes, deve o leitor consultar livros textos padrdes sobre atuaria basica
(por exemplo, Hooker & Longley-Cook, 1953; Jordan, 1967; Neill, 1986).

1. Juros compostos

A taxa de juros pode ser entendida como uma retribuicao paga pelo fomador pelo
uso de um ativo, referido como capital ou principal, pertencente ao emprestador. Assumimos
que ambos, capital e juros, sao medidos em unidades de uma dada moeda.

Os juros podem ser simples ou compostos. Se um capital de C unidades é
emprestado a uma taxa de juros simples de 7 pot cento ao ano pot 7 anos, a soma acumulada
ao fim do periodo sera dada por

AS=C(1+ni) (AL1)

Se, por outro lado, o valor é emprestado a uma taxa de juros compostos, a soma
acumulada ao fim do periodo sera dada por

AS =C( +i)" (AL2)

O conceito de juros compostos fundamenta a analise e avaliaciao de investimentos.
Neste apéndice nos referiremos sempte a juros Compostos.

A defini¢io acima de juros compostos ¢ baseada em periodos anuais de tempo.
Teoticamente, no entanto, é possivel conceber uma forga dos juros & , equivalente, em
termos continuos. A relagdo entre O ¢ | pode ser expressa da seguinte forma

o =log, (1+i); e’ =1+i (A1.3)
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O simbolo V é freqiientemente utilizado para denotar o reciproco de 1 + i, portanto

1
V:_:e_5
1+i

(A1.4)

Um conceito importante é o de valor presente de uma soma acumulada durante N
anos. Isso refere-se ao capital que, se emprestado (ou investido) anualmente a taxa de
juros de I, somara ao final do #-ésimo ano, digamos K. Esse valor é dado por

PV=K(1+i)" =Kv' =Ke™ (AL.5)

Quando o recebimento da soma acumulada K esta sujeito a probabilidade p, seu
valor presente é chamado de valor presente provavel e é dado por

PPV = pKe™ (AL6)

A palavra “provavel” é algumas vezes omitida, quando ¢ evidente no contexto.
2. Anuidades financeiras

Se uma unidade monetaria ¢ paga no inicio de cada ano, por 7 anos, esta série de
pagamentos ¢ denominada de anuidade devida.

O valor presente da anuidade devida é a soma dos valores presentes dos
pagamentos individuais. Essa anuidade possui o simbolo e a expressao seguintes:

. 2 n—l_l_v”
=l+v+v +...+v —1— (AL7)
-V

da-

l

Se os pagamentos anuais sao realizados no final de cada ano, a anuidade é chamada
de anunidade imediata. Essa anuidade possui o seguinte simbolo e esta relacionada a anuidade
devida da forma abaixo indicada:

aﬁ‘ - vaﬁ‘ (A1.8)
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O valor acumulado de uma anuidade é a soma dos valores acumulados dos
pagamentos individuais. Por exemplo, o valor acumulado de uma anuidade imediata tem
os seguintes simbolo e expressio:

Si = A+ +(1+)"+. +A+D)+1=(1+i)"a, AL

Mais genericamente, uma anuidade pode ser pagavel em Mprestagdes distribuidas
equilibradamente no ano. Dependendo de como os pagamentos sdo realizados, se ao
final ou no inicio de cada perfodo fracional, essa anuidade ¢ simbolizada e avaliada como
se segue:

(my — ¢ (A1.10)

(m) _(m) L
aﬁ\ - aﬁ| * m aﬁ| (Al1.11)

onde

i =m gl +i)%" —15 (A1.12)

Para fins tedricos, é possivel conceber uma anuidade continna, onde o montante é
investido continuamente durante o ano. Os valores presente ¢ acumulado correspondentes
tém os seguintes simbolos e expressoes:

4 =— "3 =—" (A1.13)

3. A tabua de vida

A tabua de vida, também conhecida como tiabua de mortalidade, ¢ um dispositivo
para exibir dados sobre mortalidade da vida humana. Ela ¢ representada pela fungio

{l.}, que indica os sobreviventes para cada idade integral X, de um total inicial hipotético

de 100.000 novos nascimentos. Dizemos que essa tdbua esta sujeita a um decremento

simples, isto €, a morte. O intervalo de variacido de X é (0,w) , onde W representa o limite
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da vida. Uma funcio auxiliar ¢ d_, que indica o nimero de vidas eliminadas por morte

entre as idades x e x+1 . Essa funcido ¢ dada pela seguinte expressio:

dx = lx - lx + (A1.14)

A taxa de mortalidade central na idade x(m,) e a taxa de mortalidade da tdbua de vida
(g,) , esta Gltima representando a probabilidade de uma pessoa com idade X morrer
dentro de um ano, sdo dadas por
2d, d._ 2m,
m =—;q =——=— (A1.15)
[+, [ 2+m,

O complemento da taxa de mortalidade da tdbua de vida, representando a

probabilidade de uma pessoa com idade X sobreviver até a idade x+1 , ¢ indicado pelo

simbolo p, e ¢ dado pela relagao

[

— “x+1
P /

X

=1-gq, (A1.16)

Para fins te6ricos, é costume assumir que / é uma fungio continua de X. A forza
da mortalidade em uma idade qualquer X (ndo necessariamente integral), indicada

por . , ¢ dada por

1l

U= (A1.17)
X
[ dx
X
A for¢a da mortalidade na idade x+0,5 é aproximadamente dada por
= 9. A1.18
‘U x+0,5 ( )

1-0,5q,

A expectativa de vida na idade X mede o tempo de vida médio futuro para aquela
idade. A expectativa “curtate”, denotada por e_, representa o nimero médio de anos
completos vividos além da idade X, enquanto que a expectativa completa, denotada por

0 .y . N
e, representa a média exata de tempo de vida futura. Elas sio dadas pelas

seguintes formulas:
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(L, +l.,+..)

e = A (AL.19)

0 _ 1w
e, ——J' [ dy (A1.20)
[ Jx
x
A expectativa completa é aproximadamente dada por

0 —
e —e +0,5 (A1.21)

X

4. Fungoes comutacionais elementares

As fung¢bes comutacionais sio obtidas pela combinag¢io de fungdes de tabuas de
vida com fungdes de juros. Elas sio usadas para calcular anuidades vitalicias e fungbes
de seguro e sio discutidas na se¢io 5 abaixo.

Fungdes comutacionais de primeiro nivel, D_ e C, sao definidas da forma seguinte

O=sx<w).

—_ — 1
D —lxvx; Cx —dxv” (A1.22)

X

Fungdes comutacionais de segundo nivel, N e M sdo obtidas somando as fungoes
de primeiro nivel correspondentes, conforme segue:

Nxzsz; szzcy (A1.23)
y=x y=x

Fungbes comutacionais de nivel 3, denotadas por S e R_, sdo obtidas por somas
similares das func¢des de segundo nivel, e assim por diante.

Existem também outras fun¢des comutacionais usadas pela teoria ou pelas técnicas
de avaliacio de beneficios de aposentadoria. Essas sio introduzidas e definidas nos
capitulos 2, 3 e 6.
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5. Anuidades vitalicias e seguros

Uma série de pagamentos de uma unidade no inicio de cada ano, pagavel a uma
pessoa com idade x durante toda a sua vida ¢ chamada de anuidade vitalicia devida. O valor
presente provavel dessa anuidade tem o seguinte simbolo e pode ser expressa em termos
de fun¢oes comutacionais elementatres da seguinte forma:

N

%0= —* (A1.24)

D

X

Se os pagamentos sao realizados ao fim de cada ano, a anuidade é chamada de
anuidade vitalicia imediata. E denotada pelo simbolo a, e tem a seguinte expressao:

a ——— (A1.25)

Uma anuidade vitalicia, devida ou imediata, pode ser pagavel em M periodos
uniformemente distribuidos ao longo do ano. Esse tipo de anuidade possui os seguintes
simbolos e as expressoes aproximadas

m m—1
%(p ) = %CO_% (A1.26)
a '~ —a, _2— (A1.27)
m

Uma anuidade vitalicia continua ¢ aquela em que uma unidade por ano ¢é paga
continuamente durante todo o ano. Seu valor presente provavel ¢ denotado como se
segue e tem a seguinte expressio:

a =—= (A1.28)
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Se a duracio da anuidade vitalicia é limitada a N anos, ela é chamada anuidade
vitalicia temporaria. Por exemplo, um anuidade vitalicia devida temporaria é denotada
pelo seguinte simbolo e tem a expressao
= Tx Tlakn (A1.29)

X

D60,

Similarmente,
= Newt = Non (A1.30)

ax:ﬁ‘ D
x

N,-N

c_zxﬂ == Xt (A1.31)
Dx
Além disso,
am =g + -10_D,, 0 (A1.32)
xn‘ x:ﬁ‘ 2m Dx H

[]

m—1
%(Q"j‘) = %gﬁ‘ —2_ - l;*ﬂ E (A1.33)
m X

Uma anuidade vitalicia conjunta é aquela em que os pagamentos ocorrem enquanto
dois individuos em idades X e Y permanecem ambos vivos. Se ela ¢ pagavel ao fim de
cada ano, possuira os seguintes simbolo e expressao:

Z L y Ty (A1.34)

y

onde t se estende de 1 até o final do periodo de pagamento. Uma anuidade pagavel
a um individuo com idade Y apds a morte de um outro individuo com idade X é chamada
de anuidade de siltino sobrevivente e tem o simbolo e expressao

a% — Cly —axy (A1.35)
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Se um montante tGnico é pagavel ao fim do ano no qual um individuo de idade X
perece, este é chamado de seguro de vida total. O valor presente provavel do seguro é

denotado por A, e ¢ dado por

A =—= (A1.36)

Um seguro doagao é dado pela expressao

—_ Mx _Mx+n + Dx+n (A1.37)

x| D D

X X

Nesse caso, 0 montante segurado ¢ pago ao fim do ano em que ocorre a morte, se
esta ocorre dentro de um periodo de Nanos, ou ao sobrevivente ao fim do periodo. Um
seguro doagio ¢ entendido como uma soma de um seguro tempordrio (ou de duragio definida)

e uma doagao pura. Se a soma segurada ¢ pagavel imediatamente em caso de morte, M na
expressao acima deve ser substituido por

g - M +M., (A1.38)
* 2

e de forma similar por M

6. A tabua de muiltiplos decrementos

Uma tdbua de milltiplos decrementos é similar a uma tabua de vida, exceto que nesta
existe mais que um decremento a set considerado.

Uma distin¢ao deve ser feita entre taxas de decremento dependentes e independentes.
As taxas independentes aplicam-se quando um decremento age sozinho, enquanto que a
taxa dependente refere-se ao caso em que o dado decremento age concorrentemente
com outros decrementos. O caso de uma tabua sujeita a duplo decremento ot ¢ 3 ¢é discutido
abaixo e em seguida generalizado para trés decrementos.

Fagamos [, representar o nimero de sobreviventes em idade X na tabua de duplo
decremento, ', ¢ "B as taxas dependentes correspondentes aos decrementos, e a, e f, as
taxas independentes correspondentes. Entio, as taxas dependentes podem ser expressas
em termos de taxas independentes, da seguinte forma:
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Docx =a, ﬁ _ﬂ% ﬁ Dﬂx =B, ﬁ _a% ﬁ (A1.39)

Se as taxas independentes sio fornecidas, as taxas dependentes podem ser
calculadas usando as férmulas acima. A funcio da tabua de duplo decremento /, ¢ as

fungoes auxiliares d* e d” , indicando o nimero de safdas devido as causas a ¢ 8,
respectivamente, entre as idades x e x+1 , pode ser estabelecida partindo-se de um
numero hipotético, digamos 100.000 2 mais baixa idade b, utilizando as seguintes férmulas
sucessivamente:

—7 4
d’ =1 a; df =1"B.; I, —d? d (A1.40)
Estara claro também que

[ =1 (1 —a —D,Bx) =1 (1 —ch)(l - ﬂx) (A1.41)

As férmulas acima expressam taxas dependentes em termos de taxas
independentes, e podem ser generalizadas para trés decrementos @, e V¥, da seguinte
forma:

T El (B.+7.) LB E (A1.42)
] 2 3 ¢

Com expressoes similares para *ﬁx ey,
Além disso,
—_ O O [ —
[ =1, (1 —a, - p, - Vx) =1 (1-a,)(1-B8.)(1-7.) @143
A extensdo da teoria dos multiplos decrementos para maior numero de
decrementos pode ser efetuada de forma semelhante.

A tabua de servico ativo é um exemplo de tabua de multiplos decrementos. Ela
indica o progresso, de acordo com a idade, de uma coorte de pessoas cobertas por um
sistema de previdéncia, por todo o intervalo de idade, desde a idade de entrada (b) até a
idade de aposentadoria (r). A tibua de servico ativo para um sistema de seguridade
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social normalmente permite dois decrementos: (a) morte e (b) invalidez. Mesmo que a
aposentadoria possa ocorrer em qualquer momento do intervalo de idades, ainda assim
serd possivel trabalhar com tabuas de duplo decremento se assumirmos que as
aposentadorias ocorrem em idades integrais; de outra forma serd necessario adotar uma
tabua de triplo decremento.

A tibua de servico ativo é representada pela fungio {I{},b<x<r, onde [/

significa o nimero de pessoas que continuam no status de ativo segurado na idade X, de
um nimero inicial hipotético de, digamos, 100.000 entrantes no sistema na idade b. Essa
tabua pode ser construida para qualquer sistema de previdéncia dado, adotando os

pressupostos apropriados para as taxas de mortalidade (g,) e invalidez (i) , e se

necessario, de aposentadoria (r,). As férmulas apropriadas a serem usadas na constru¢ao
da tabua dependerdo se os pressupostos relacionam-se as taxas dependentes ou
independentes.
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ILUSTRACOES NUMERICAS

1. Um sistema de previdéncia hipotético

Para ilustrar os varios métodos de financiamento discutidos nos capitulos 1 e 2,
adotamos um sistema de previdéncia simples hipotético. Apenas beneficios de
aposentadorias sao considerados, pagaveis por toda a vida a partir daidade de 65 anos. A
térmula de calculo da aposentadoria é 1% do salario final por ano de servico contributivo.
Pessoas com idade acima de 65 anos no inicio do sistema nio tém ditreito ao beneficio.

O diagrama de Lexis (figura 1) possibilita a visualizacdo dos componentes do
sistema de previdéncia e sua evolu¢io no tempo.

2. A populagido segurada inicial

A populagio segurada inicial totaliza 10.000 pessoas, distribuidas por idade,
conforme apresentado na segunda coluna da tabela 1. Essa populagao sera utilizada para
demonstracdo das projeces e dos métodos de financiamento, nas tabelas 3, 4 ¢ 5. (a
distribuicdo na terceira coluna sera utilizada unicamente pela tabela 7 — ver se¢ao 7
abaixo). A distribui¢ao na segunda coluna é uma distribuicao de idades estavel, resultante
dos pressupostos demograficos — ver se¢io 3, abaixo. A tabela 1 também mostra a média
salarial anual, no inicio do sistema, da populagio inicial e o tempo de servigo passado
desta populagio.

3. Pressupostos demogrificos

Assumimos que a forca intrinseca de crescimento da populacio segurada (0) é
igual a 1%, e que os novos entrantes ingressam no sistema na idade de 20 anos. Assumimos
também que as taxas de decremento da populacdo segurada sao constantes, e 0 unico
decremento considerado é a mortalidade. A tabela 2 mostra a tabua de servico para as
pessoas ativas seguradas e a tdbua de vida para aposentados, correspondente as taxas de
decremento assumidas.
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Para simplificar os calculos, consideramos que a for¢a de crescimento demografico,
taxas de decremento e idade de entrada tém sido as mesmas no passado e por um longo
tempo, tendo como conseqiiéncia que a distribuicdo etaria da populag¢io segurada
apresenta-se estavel no momento do inicio de funcionamento do sistema de previdéncia
— ver secdo 2, acima.

4. Pressupostos econémicos

A progressao relativa com o avango da idade do salario segurado de um membro
individual (escala de salarios) é também apresentada na tabela 2. Em adicao, consideramos

a forca do crescimento do nivel geral de salarios (y) e a forca de indexacao das
aposentadorias (f) , ambas ao nivel de 3%. Assumimos ainda que a for¢a dos

juros (8) ¢é de 6%.

5. Projegoes demogrificas e financeiras

As projecdes demograficas e financeiras podem ser efetuadas através de duas
variantes:

. variante 1: tempo de servigo passado nio é reconhecido

. variante 2: tempo de servico passado ¢ totalmente reconhecido

Assumimos que o fator densidade é de 100% e que as despesas administrativas
sao ignoradas. Os resultados sdo apresentados na tabela 3. Para ambas as variantes a
maturidade demografica é alcancada em 35 anos. A maturidade financeira ¢ alcancada
em 35 anos para a variante 2 e em 80 anos para a variante 1. As projecoes financeiras sio
ilustradas na figura 2.

6. Demonstragio dos métodos de financiamento

Os resultados dos calculos para a variante 1 sdo fornecidos na tabela 4 e aqueles
para a variante 2 na tabela 5. As tabelas mostram as aliquotas de contribui¢io em relaciao
a0 tempo e as reservas a intervalos de 10 anos. As reservas sao apresentadas em unidades
monetarias e como um multiplo da folha de salarios correspondente.
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O método do prémio escalonado é demonstrado apenas para a variante 1. Métodos
de financiamento para sistemas de previdéncia ocupacional sio considerados apenas
para a variante 2. Assumimos que o passivo inicial sera amortizado em pagamentos
uniformes anuais durante periodo equivalente a vida ativa do mais jovem entrante inicial.

Os resultados acima sdo ilustrados nas figuras de 3a 8 e de 11 a 14.

A tabua 6 apresenta as fung¢des aliquota de contribuicio e reservas relacionadas a
idade para os métodos de custo atuarial individuais discutidos no capitulo 2. Esses
resultados sdo ilustrados nas figuras 9 e 10.

7. Sensibilidade dos prémios as variagoes paramétricas

A sensibilidade de prémios selecionados as mudangas em determinados parametros
¢ ilustrada na tabela 7. Esses resultados correspondem a variante 2 (reconhecimento
total do tempo de servi¢o passado).

Para demostrar o efeito da variacdo da for¢a do crescimento demografico, e para
o proposito dessa tabela, consideramos a distribuicdo etaria da populagao inicial como
independente das forcas de crescimento demografico simuladas. Essa distribui¢ao
mostrada na terceira coluna da tabela 1 difere levemente da distribuicdo etaria estavel
assumida nas principais demonstrac¢oes ao longo do livro. Por conseguinte, enquanto os
resultados na tabela 7 sio mutuamente consistentes, eles ndo sio estritamente comparaveis
com aqueles das tabelas 3, 4 ¢ 5.

Nota: O sinal § ¢ utilizado nas tabelas 1 a 6 para indicar unidades monetarias.
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TABELAS

Tabela 1 - Os dados

Grupo etario Populagio inicial Salario anual ($) Tempo de servico
anterior (anos)
tabelas 3,4 ¢5 tabela 7
20-25 1.415 1.478 1.330 25
25-30 1.339 1.381 1.940 7,5
30-35 1.265 1.289 2.440 12,5
35-40 1.193 1.201 2.850 17,5
40-45 1.121 1.114 3.160 22,5
45-50 1.047 1.027 3.370 275
50-55 967 937 3.480 32,5
55-60 878 840 3.500 375
60-65 775 733 3.500 42,5
Total 10.000 10.000

Tabela 2 — A Base

Vidas ativas Pensionistas
Idade Téabua de beneficio Escala de salario Idade Tabua de mortalidade
20 1.000 100 65 1.000
25 995 165 70 861
30 989 221 75 677
35 982 267 80 463
40 972 302 85 254
45 958 328 90 101
50 936 344 95 25
55 903 350 100 0
60 851 350
65 775 350
Tabela 3 — Projegcoes
Ano Numeros Valores
Ativos Pensionistas Proporgio Salario de WVariante 1 Variante 1 Variante 2 Variante 2
(%) contribuigéo Despesas Despesas Despesas PAYG*
(S ‘000) (3 ‘000) (%) (5 “000) (%)
1 10.000 0 0 27.188 0 0 0 0
11 11.052 1.294 11,71 40.522 328 0,81 2.748 6,78
21 12.214 2.137 17,50 60.451 1.665 2,75 6.127 10,14
31 13.499 2.537 18,79 90.184 4.616 5,12 9.819 10,89
41 14.918 2.811 18,84 134.538 10.150 7,54 14.685 10,92
51 16.487 3.107 18,84 200.709 19.574 9,75 21.907 10,92
61 18.221 3.433 18,84 299.422 32.054 10,71 32.685 10,92
71 20.138 3.795 18,84 446.687 48.706 10,90 48.758 10,92
81 22.255 4.194 18,84 666.380 72.742 10,92 72.742 10,92

Nota: Niimeros e valores “com for¢a” no inicio do ano indicado.

*PAYG = sistema de reparti¢ao simples
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Tabela 4a — Variante 1: sistemas GAP, TFS e AFS

Ano GAP TFS AFS
Taxa de Reservas Multiplo do Taxa de Reservas Multiplo do Taxa de Reservas  Multiplo do
contribui¢io  ($ milhdes) saldrio de contribuigdo (8 milhdes) salario de contribui¢do  ($ milhdes) saldrio de
(%) contribuigio (%) contribuigio (%) contribuigio
1 6,08 0 0 0 0 0 6,53 0 0
11 6,08 26 0,64 2,05 3 0,08 6,41 28 0,69
21 6,08 77 1,27 4,10 15 0,25 6,24 82 1,35
31 6,08 162 1,79 6,14 39 0,43 6,06 172 1,90
41 6,08 292 2,17 8,19 84 0,62 5,89 308 2,29
51 6,08 473 236 9,22 159 0,79 5,83 499 2,48
61 6,08 723 241 9,22 253 0,85 5,83 760 2,54
71 6,08 1.081 2,42 9,22 379 0,85 5,83 1.136 2,54
81 6,08 1.613 242 9,22 566 0,85 5,83 1.695 2,54

Notas: AP1=6,53 por cento; AP2=5,83 por cento, taxas de contribuicdo no IFS e no AFS no inicio do ano indicado.
Reservas no inicio do ano indicado.

Tabela 4b — Variante 1: sistemas SCP1 e SCP2

SCP1 SCP2
Periodo Taxa de Ano Reservas ~ Multiplodo  Periodo Taxa de Ano Reservas Multiplo do
(anos) contribuigdo (8 milhdes) salirio de (anos) contribuigio (8 miThdes) saldrio de
(%) contribuicio (%) contribuigio
1 0 0 1 0 0
01:20 1,65 11 6 0,15 01:21 2,15 11 g 0,21
21 11 0,18 21 18 0,31
21:40 5,35 31 35 0,39 21:40 6,09 31 56 0,62
41 49 0,37 41 98 0,73
41:60 8,61 51 89 0,44 41:60 8,82 51 182 0,91
61 105 0,35 61 282 0,94
61:80 9,63 71 131 0,29 61:80 9,02 71 425 0,95
81 145 0,22 81 634 0,95
81+ 10,49 81+ 9,02

Notas: Taxas de contribuicdo SCP para o periodo de 20 anos indicado. Reservas no inicio do ano indicado.

Tabela 5a — Variante 2: sisternas GAP/TFS e AFS

GAP/TFS AFS
Ano Taxa de Reservas Multiplo do Taxa de Reservas Multiplo do
contribuigdo ($ milhdes) salario de contribuicdo ($ milhdes) salério de
(%) contribuigio (%) contribuicdo
1 9,22 0 0 15,32 0 0
11 9,22 25 0,63 13,76 50 1,23
21 9,22 50 0,82 11,49 118 1,94
31 9,22 77 0,85 9,02 211 2,34
41 9,22 114 0,85 6,78 339 2,52
51 9,22 170 0,85 5,83 511 2,54
61 9,22 254 0,85 5,83 762 2,54
71 9,22 379 0,85 5,83 1.136 2,54
81 9,22 566 0,85 5,83 1.695 2,54

Nota: API1=15,32 por cento; AP2=5,83 por cento. Tuxa de contribuicio no AFS no inicio do ano indicado.
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Tabela 5b — Variante 2: sistemas ACCI e ACC2

Tabelas

ACC1 ACC2
Ano Taxa de Reservas Multiplo do Taxa de Reservas Multiplo do
contribuigdo ($ milhdes) salario de contribuigdo ($ milhdes) salario de
(%) contribuigdo (%) contribuicio
1 13,99 0 0 16,18 0 0

1 11,71 4 1,02 12,85 49 121
21 10,18 91 1,50 10,61 109 1,81
31 9,15 155 1,72 9,12 191 2,12
41 8,47 251 1,87 8,12 314 2,33
51 7.07 387 1,93 6,08 486 2,42
61 7,07 578 1,93 6,08 724 2,42
71 707 863 1,93 6,08 1.081 2,42
81 7,07 1.288 1,93 6,08 1.612 242

Nota.: Passivo inicial acumulado em 8 milhdes: ACCI, 29; ACC2, 43. Taxas de contribui¢do e reservas no inicio do
ano indicado. Contribuicdes incluem contribuicdes e pagamentos “normais” visando d amortizagdo do passivo inicial

acumulado.
Tabela 5¢c — Variante 2: sistemas ENT e AGG
ENT AGG
Ano Taxa de Reservas Multiplo do Taxa de Reservas Muiltiplo do
contribuigio  ($ milhdes) salario de contribuigdo ($ milhes) salario de
(%) contribuigio (%) contribuigio
1 16,73 0 0 15,32 0 0
11 13,13 51 125 12,45 46 1,14
21 10,73 114 1,88 10,45 102 1,69
31 9,11 200 2,22 9,05 178 1,97
41 8,03 330 245 8,07 288 2,14
51 5,83 511 2,54 7,39 454 2,36
61 5,83 762 2,54 6,92 703 2,35
71 5,83 1.136 2,54 6,59 1.076 2,41
81 5,83 1.695 2,54 6,36 1.632 2,45

Nota.: Passivo inicial acumulado em § milhdes: ENT, 46. Taxas de contribui¢do e reservas no inicio do ano indicado.
Contribuigdes incluem contribuiges e pagamentos “normais ” visando d amortizagdo do passivo inicial acumulado.

Tabela 6 — Fungoes aliquota de contribui¢cio e reservas
relacionadas a idade (coorte entrando em t = 0)

ACC1 ACC2 ENT
Idade Taxa de Reservas % das Taxa de Reservas % das Taxa de Reservas % das
contribuigdo ($ “000) reservas  contribuigio ($ “000) Teservas contribuigio ($ “000) Teservas
(%) finais (%) finais (%) finais
20 0,57 0 0 7,78 0 0 5,83 0 0
25 1,18 7 0,13 5,51 52 1,00 5,83 48 0,92
30 1,86 31 0,59 4,80 141 2,70 5,83 146 280
35 2,78 89 1,71 4,65 287 551 5,83 316 6,06
40 3,93 210 4,03 4,83 517 9,92 5,83 586 11,24
45 5,54 448 859 524 872 16,73 5,83 994 19,07
50 7,73 885 16,98 5,94 1413 27,11 5,83 1.580 30,48
55 10,94 1.648 31,61 7,04 2.225 42,68 5,83 2433 46,67
60 1643 2955 56,69 8,67 3433 6585 5,83 3.605 69,15
65 26,02 5213 11,07 5.213 5,83 5.213
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Tabelas

Tabela 7 - Sensibilidade dos prémios as mudangas nos parimetros

Simulagdo Parimetros Prémios (%)
(a) Caso geral
p 8 Y B GAP  PAYG*(1) AP2* TFS*

1 1,00 6,00 3,00 275 8,82 10,68 5,71 9,03
2 1,00 6,25 3,00 2,75 8,63 10,68 5,27 8,85
3 1,00 5,75 3,00 2,75 9,02 10,68 6,19 9,21
4 1,00 6,00 3,00 2,75 8,72 10,36 5,71 8,84
5 0,90 6,00 3,00 2,75 8,93 11,01 5,71 9,22
6 1,00 6,00 3,25 2,75 8,84 10,45 6,07 9,03
7 1,00 6,00 2,75 2,75 8,81 10,92 5,37 9,03
8 1,00 6,00 3,00 3,00 9,00 10,92 5,83 921
9 1,00 6,00 3,00 2,50 8,65 10,45 5,60 8,85

(1) PAYG = Sistema de reparti¢do simples

(b) Com indexagéo de renda

P 5 -y GAP  PAYG*(1) AP2*  TFS*
10 1,00 3,00 9,00 10,92 5,83 9.21
1 1,00 3,25 3,81 10,92 537 9,03
12 1,00 2,75 9,21 10,92 6,32 9,40
13 1,10 3,00 8,90 10,59 5,83 9,02
14 0,90 3,00 9,10 11,25 5,83 9,41

Nota: p =forga de crescimento da populagéo; 8 = forga dos juros; vy = forca de escalonamento salarial;
B =for¢a de indexacfo das aposentadorias.
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FIGURAS

Figura 1 - Diagrama de Lexis
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Figura 2 - Despesas com beneficios como um percentual da folha de
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Figuras

Figura 3 — Variante 1: Sistemas PAYG, GAP, TFS e AFS -
aliquota de contribui¢cio
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Figura 4 — Variante 2: Sistemas PAYG, GAP, TFS e AFS —
aliquota de contribuigcio
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Figuras

Figura 5 — Variante 1: Sistemas GAP, TFS e AFS — reservas como
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Figura 6 — Variante 2: Sistemas GAP, TFS e AFS — reservas como

um muiltiplo da folha de saldrios
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Figuras

Figura 7 — Variante 1: O método do prémio escalonado
(comparado com o PAYG e GAP) — aliquotas de contribui¢cio
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Figura 8 — Variante 1: O sistema de prémio escalonado (comparado
com o GAP) — reservas como um muiltiplo da folha de saldrios
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Figuras

Figura 9 — Métodos de custo individual: fung¢io aliquota de
contribui¢cio relacionada a idade.
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Figura 10 — Métodos de custo individual: fungio aliquota de
contribui¢io relacionada a idade (expressa como um percentual da
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Figuras

Figura 11 — Variante 2: Métodos de custo individual (comparados
com GAP) - aliquotas de contribui¢cdo
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Figura 12 — Variante 2: Métodos de custo individual (comparados
com GAP) - reservas como um muiltiplo da folha de salirios
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Figuras

Figura 13 — Variante 2: Método de custos agregados (comparado
com AFS, ENT e GAP) — Aliquotas de contribuig¢io
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Figura 14 — Variante 2: Método de custos agregados (comparado com
AFS, ENT e GAP) — reservas como um multiplo da folha de salirios
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APENDICE 3

GLOSSARIO DOS PRINCIPAIS METODOS DE

Acrénimo

PAYG

GAP

AFS

TFS

SCP

ACC

Titulo completo

Reparticdo simples

Meétodo do prémio
médio geral

Método de
capitalizagdo
autonoma

Método de reparticao
de capitais de
cobertura

Método do prémio
escalonado

Método dos
beneficios
acumulados

FINANCIAMENTO E CAPITALIZACAO

Breve descrig¢do

As contribui¢des se equilibram com as despesas
a intervalos regulares de tempo (por exemplo:
anualmente)

A aliquota de contribui¢do permanece no mesmo
nivel ad infinitum

A populagdao inicial e os novos entrantes
constituem  grupos auténomos separados de

risco, aplicando-se os respectivos prémios
médios (APl e AP2) como aliquotas de
contribuigdo

As contribuigdes se equilibram com o valor de
capital das novas aposentadorias concedidas a
intervalos selecionados de tempo (por exemplo:
anualmente)

Nivel de aliquotas de contribuicdo fortemente
crescente em intervalos sucessivos, com um
fundo de reservas ndo decrescente. Variantes
especificas: as reservas atendem a um maximo
local (SCP1) ou atendem a taxa de crescimento
da situa¢@o de maturidade financeira (SCP2) ao
fim de cada intervalo

As aliquotas de contribui¢do relacionadas a idade
sdo determinadas de tal forma que para novos
entrantes, o fundo de reservas relacionado a
idade se iguala aos beneficios acumulados
baseados no trabalho corrente (ACC1) ou no
salario corrente ou projetado (ACC2), com
indexacdo de beneficios. Passivo acumulado
inicial é capitalizado separadamente (isto &,
através de pagamentos uniformes distribuidos
durante o tempo de vida ativa do mais jovem
entrante inicial)
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Glossario dos Principais Métodos de Financiamento e Capitaliza¢io
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ENT

AGG

Método da idade de
entrada

Meétodo agregado

Para novos entrantes, beneficios capitalizados
através de aliquota de contribui¢do durante toda
a vida ativa. O passivo atuarial inicial ¢
capitalizado da mesma forma que no ACC.

A aliquota de contribuigdo relacionada ao tempo
¢ determinada como aquela que produz o
equilibrio de fundo fechado naquele momento.



APENDICE 4

LISTA DE SIMBOLOS

A lista que se segue contém simbolos especiais que foram adotados para os
propositos deste livro, na ordem em que foram introduzidos. Simbolos e fungdes atuariais
basicas ndo foram incluidos, mas podem ser encontrados no apéndice 1. Similarmente,
as fungbes comutacionais especiais utilizadas no capitulo 6 para a aplicagao da técnica do
valor presente, que tem sido largamente padronizada na literatura atuarial, ndo foram

reproduzidas.

= < O >

A
R(t)
SO
B(t)

Capitulo 1

Forga dos juros
Forca do crescimento de novos entrantes
Fotca do crescimento dos salarios em raziao do mérito

For¢a da indexacao dos beneficios

Fotrca da mortalidade na idade X

Forca da invalidez na idade X
For¢a da inflacdo

Funcio populagao ativa
Funcao populagio aposentada
Funcio salario segurado
Funcao despesa

Limite da vida

Tempo necessario para um sistema de previdéncia alcangar a

maturidade demografica

Tempo necessario para um sistema de previdéncia alcancar a

maturidade financeira
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Lista de Simbolos

C(t) Fungio aliquota de contribuicio, relacionada ao tempo

V(t) Funcio reservas, relacionada ao tempo

PAYG Método de financiamento de reparti¢ao simples ou pay-as-you-go

PAYG, Aliquota de contribui¢io para o método PAYG no #-ésimwo ano
financeiro

GAP Método do prémio médio geral

B1(t) Fungio despesa para a popula¢io inicial

B2(t) Funcio despesa para novos entrantes

SL(t) Fungio salirio segurado para a populagio inicial

S2(t) Fungio salirio segurado para novos entrantes

AP1 Prémio médio para a populacio inicial

AP2 Prémio médio para novos entrantes

AFS Método de financiamento autbnomo”

Ka(t) Valor capitalizado dos beneficios concedidos no tempo t

TFS M¢étodo de reparticao de capitais de cobertura

TFS(t) Funcio aliquota de contribui¢ao do método de reparticio de capitais

de cobertura

k Taxa de reservas

A Taxa de equilibrio

P Método do prémio escalonado (variantes SCP1 e SCP2)

PAYG” Prémio de reparticio simples na situa¢io de maturidade financeira
m(n, m) Taxa de contribui¢io no método do prémio escalonado para o

intervalo (N, M)
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K(X)

F(X)

ACC1
ACC2
ENT

AGG

Ac(x, t)

Re(x, t)
Sa(x, t)

Lista de Simbolos

Capitulo 2
Funcio aliquota de contribui¢ao relacionada a idade para uma coorte

Funcio reserva relacionada a idade por unidade de salario de entrada
para uma coorte

Idade de entrada de uma coorte (geralmente a idade de entrada mais
baixa)

Idade de aposentadoria de uma coorte (geralmente a mais alta idade
de aposentadoria)

Funcio escala relativa de salarios

Funcao sobrevivéncia para pessoas ativas
Funcao sobrevivéncia para pessoas aposentadas

Funcao comutacional de nivel 1, baseada na func¢io sobrevivéncia

de ativos e for¢a de juros @, incorporando a func¢io escala salarial

Funcio comutacional de nivel 2, integral da func¢do de nivel 1 no

intervalo (X, I)

Anuidade vitalicia pagavel continuamente, baseada na tabua de vida

para aposentados e na forca dos juros a
Método do custo beneficio acumulado 1
Método do custo beneficio acumulado 2
Método do custo da idade de entrada

M¢étodo do custo agregado

Capitulo 3
Funcgio populacio ativa, relacionada a idade e tempo
Fungio populacio aposentada, relacionada a idade e tempo

Funcio salario segurado, relacionada a idade e tempo
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Lista de Simbolos
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Be(x, 1)

—as(a)
x:ﬁ‘

AP2

TFS

GAP'
ADTS
ADTB
Ax)
ALALA,
B2

B,(2)

Vy(0)

Vv,
o)

Funciao despesa, relacionada a idade e tempo

Anuidade vitalicia com periodo fixo, baseada na tabua de servigo

para pessoas ativas e na forca dos juros X. O montante da anuidade
cresce, partindo da unidade, de forma paralela a escala de salarios

Prémio médio para novos entrantes

Prémio do método de reparticio de capitais de cobertura na situagao
de maturidade

Prémio médio geral sob indexac¢ao salarial

Termo descontado médio dos salarios segurados

Termo descontado médio das despesas

Funcio densidade de contribuicio

Médias ponderadas das densidades de contribuicao

Despesas no tempo Z (>t) das aposentadotias correntes ao tempo t

Despesas no tempo Z (>t) de aposentadorias concedidas apds o
tempo t

Reserva para aposentados no tempo t
Reserva para pessoas ativas no tempo t
Forga dos juros com uma func¢io do tempo

Forca dos juros reais (= 0= )

Capitulo 4

Forca do crescimento dos salarios, incorporando crescimento geral
e os efeitos do crescimento em razao do mérito

Diferenca entre a forca de crescimento dos salarios e a for¢ca dos

juros (¥ ~ &



(rs)

Act(x,s,t)

Lista de Simbolos

Capitulo 5

Valor alocado em reserva no tempo N

Vetor de projecSes demograficas agregadas

Matriz de transicdo de probabilidades para um ano
Funcio aposentados invalidos

Fun¢io pensionistas viavo/viiva

Funcao pensionistas 6rfaos

Probabilidade de transicao do status I' para o status I
Probabilidade de transi¢ao do status I pata o status S
Funcio sobrevivéncia de invalidos

Mais baixa idade de aposentadotia

Funcio sobrevivéncia de vitvos/vituvas

Mais baixa idade de vitvo/vitva

Funcio sobrevivéncia de 6rfaos

Idade limite de aposentadorias de 6rfaos

Proporc¢ao de casados na idade X

Idade média do conjuge
Numero médio de 6rfaos de uma pessoa morrendo na idade X

Idade média dos orfaos

Funco populacio ativa, relacionada a idade, tempo e tempo de

servico
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Lista de Simbolos

In(x, t) Funcao aposentados por invalidez, relacionada a idade e ao tempo
W(X, t) Funcio pensionistas vitvos/vidvas, relacionada 2 idade e ao tempo
N(X, t) Fun¢io novos entrantes, relacionada a idade e ao tempo (anos)
Z(x, t) Ativos sobreviventes de N(X, t) ao fim do ano de entrada

pr(X) Distribuicio de idades da geragio de novos entrantes

y (1) Taxa de crescimento dos salitios devido ao métito no ano de projecio t
B (1) Taxa de indexac¢ao de beneficios no ano de projecio t

i (t) Taxa de retorno do investimento no ano de projecao t

dc(x) Densidade de contribuicio na idade X

db(x) Densidade de beneficios na idade X

j (@ Fator de ajustamento pata projecio da funcio salario relativo

s(x, t) Fungdo média salarial, relacionada a idade e ao tempo

sn(x, t) Fungio média salatial para novos entrantes

@ (x) Funcio distribuicio normal padronizada

s1(x, t) Func¢io média salarial para o grupo de mais baixa renda

S2(x, 1) Fungdo média salatial para o grupo de renda média

S3(x, t) Fungio média salarial para o grupo de mais alta renda

ss(x, t) Funcio salario relativo

b(x, t) Funcio beneficio médio

sv(x, t) Fun¢io servico acumulado

IA(Y) Fungio populagio ativa, projecoes da populacio inicial

NA(t) Funcio populacio ativa, proje¢oes do padrio de novos entrantes
IR(t) Funcio populagio aposentada, projecoes da populagio inicial
NR(t) Fungao populagio aposentada, projeces do padrao de novos entrantes
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TR(t)
na(t)
T
TP(t)
ADJ(t)

3
B

t

DS

DB

t

DS
TDB,

PVS(x)
PVI(X)
PVR(X)

PVWL(X)

PVW2(X)

PVW3(X)

p(r, X)

p(t, X)

Lista de Simbolos

Funcao populacio total de aposentados

Nuamero de novos entrantes no #ésizo ano de projecio
Salarios totais segurados, ao fim do #ésimo ano de projecao
Total de aposentados, ao fim do #észmo ano de projecao
Fator de ajustamento para agregacio

Folha de salarios de segurados, ano de projecao ¢
Despesas totais, ano de projecio #

Folha de salarios de segurados no ano # descontada para a data da
avaliacio

Despesas totais do ano t, descontadas para a data de avaliacdo
Soma acumulada de folhas de salarios descontadas

Soma acumulada de despesas totais descontadas

Capitulo 6

Valor presente provavel dos salarios segurados
Valor presente provavel das aposentadorias por invalidez
Valor presente provavel das aposentadorias

Valor presente provavel de pensdes de vitvos/vitvas (morte em
servico)

Valor presente provavel de pensoes de vidvos/vitvas (morte apos
invalidez)

Valor presente provavel de pensdes de vitvos/vidvas (morte apds
aposentadoria)

Taxa de aposentadoria por idade e tempo de servico, para a coorte
em idade X na data da avaliacao

Taxa de aposentadotia por invalidez na idade t, para a coorte de
idade X na data da avaliacio
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Lista de Simbolos

ps(X) Tempo de servigo passado na data da avaliagio

sn(x) Saldrio médio segurado da geracdo padrio de novos entrantes na
data da avaliacio
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APENDICE 5

A VARIANTE SCP1 DO METODO DO PREMIO
ESCALONADO

Este apéndice trata com uma variante especifica do método de prémio escalonado,
no qual o nivel de prémio em um intervalo qualquer (N, M) é positivo e leva a um fundo
de reservas positivo e ndo decrescente, alcangando um maximo local ao fim do intervalo.
As duas condicoes

B'(t)>0 (A5.1a)
B'(?) S S'(t)
B - S() (A5.1b)

sdo, juntas, suficientes para a existéncia desta variante. Devemos notar que a segunda
condicdo pode também ser expressa como

d DB(t) []
dt DS(t)DZ (A5.2)

a qual implica que o prémio de reparticao simples é uma fun¢ao nio decrescente

de t. Devemos também observar que em vista de (A5.1b), §'(f) >0 implica B'(t)>0,

embora o inverso nio seja verdadeiro. Portanto, (A5.1a) deixa o sinal de S'(¢) incerto,

isto é, S(¢) pode ser uma fungio crescente ou decrescente.

O resultado que desejamos pode ser provado por inducdo, em trés estigios.
Assumindo que SCP1 existe para o intervalo precedente a um intervalo especifico

(n,m) , é possivel mostrar que ela existe para este intervalo. Podemos entdo facilmente

demonstrar que o sistema existe para o primeiro intervalo (0, p) . Dai segue que SCP1

existe para o intervalo total de tempo do sistema de previdéncia.

Teorema 1

Proposicio: se as condigdes (A5.1a) e (A5.1b) sdo satisfeitas para o intervalo

(n,m), a funcio
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A Variante SCP1 do Método do Prémio Escalonado

B(t)e™ +5 J’ B(2)e dz =5V (n)e™"

(1) =

t (A5.3)
S(0e”™ +5[ S(z)e ™ dz

onde V(N) denota a reserva no inicio do intervalo, ¢ positiva e ¢ uma fungio
crescente de t no intervalo, dado que SCP1 existe no intervalo precedente.

Prova: Facamos a reserva sob a aplicacio de 7(¢) em (n,f) ser denotada por

R(u,t),n <u <t ,dado por

R(u,t)e™™ =V (n)e™" +x(t) I"S(z)e‘&dz - I”B(z)e‘&dz (A5.4)

Devemos notar que a expressao (A5.3) ¢, de fato, a férmula usual para o prémio

SCP1 para o intervalo (n,¢) , a qual pode ser derivada fazendo-se u =¢ na equacio

diferencial fundamental para o intervalo (n,t) — expresso como uma equagio diferencial

parcial no contexto presente — isto ¢é,
OR(u,t)
Ou

igualando a zero e substituindo por R(u,t) em (A5.4).

=S8R (u,t) +n()S(u) —B(u) (A5.5)

Facamos o numerador e o denominador de (A5.3) ser denotado por N(t) e D(t).
Entio D(t) >0 e N(t) >0 dado que 6V (n) < B(n) , onde V(N), sendo a reserva inicial

para o intervalo (n,m) , ¢ igual a reserva final do intervalo anterior, digamos (q,n) (ver
nota 1). Ja que, pot pressuposto, SCP1 existe no intervalo prévio, T, o nivel do prémio
naquele intervalo é positivo e satisfaz a condi¢ao

SV (n)+r"S(n)—-B(n) =0 (A5.6)

a qual implica que 8V (n) < B(n) . Isso assegura que 7(¢)>0.

Diferenciando (A5.3) em relacdo a t e simplificando,

7' ()D(t)’e” = D(t)B'(t) - N(t)S'(¢) (A5.7)
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Isso demonstra (veja nota 2) que o prémio PAYG ao fim do intervalo (7,f) excede

7(t) , isto é
B(®) _ N(®)
S@)  DQ@)

(A5.8)

Multiplicando ambos os lados por St)D(t), o qual, sendo positivo, nao troca de sinal
B()D() > S(ON(1)

Observe que ambos os lados da inequagio acima sio positivos. Portanto,
1 1
>
N®OS@)  BOD{)

Da mesma forma, multiplicando ambos os lados de (A5.1b) por St)B(t), o qual
sendo positivo, ndo troca de sinal

B (t)S(t) = S (+)B(t)

Note que o lado esquerdo da desigualdade acima ¢ positivo, em virtude de (A5.1a).
Assim, multiplicando ambos os lados desta expressao pelos lados correspondentes da
desigualdade anterior — a qual possui elementos positivos em ambos os lados — nao
alterara o sinal. Portanto,

B() S0
N(t) D)

Multiplicando ambos os lados por N(t)D(t), que sendo positivo, nio terio sinais
alterados

DB (t) > N(@®)S (¢) (A5.9)

Por conseguinte, de (A5.7) temos que 7 (t) >0 . Isso prova que z(t) é uma funcio

crescente de t.
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Teorema 2

Pressuposto: Facamos V(t) (= R(¢,m) na notagio do Teorema 1) denotar a
reserva resultante da aplicaciao do prémio z(m) no intervalo (n,m). Entio V(t) ¢ uma

funcio crescente, isto é, V'(f) >0 para n<t<m,e V' (m)=0.

Prova: A equacio diferencial fundamental nos pontos do intervalo (N, M) , pode
ser escrita como

V' (t) =8V (t) +n(m)S(t) —B(t)

onde V(t) ¢ dado por

V(t)e™ =V(n)e™ +n(m) J” S(z)e ™ dz - J”B(z)e—&dz
Eliminando V(t) entre as duas equacdes acima e simplificando

V'(t)=e"D(t)[n(m) -m(t)] (A5.10)

Em razio do Teorema 1, segue-se que V'(t) >0 para n<t <m e que V' (m)=0.
Da mesma forma sera 6bvio que se ¥V (n) >0 , entdo V(¢)>0 para n<t<m.

Mas, ¥(n) =¥ (0) =0 no primeiro intervalo (0, p). Portanto, em geral, V'(r) >0

Teorema 3

Proposig¢do: Se 7~ denota o prémio SCP1 em um intervalo precedente (g,n),
n(m)>n"

Prova: Da nota 1, pode ser visto que

B(n)—oV(n)

Lt, ., (z(2) = S0

168
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Em razio do teorema 1, 7'(£)>0 . Portanto,
B(n) -0V (n)
S(n)
E, tendo em vista (A5.6)
o BO)=3V(n)
S(n)
Assim, n(t)>7n" , e em particular,

n(m)>m

(t)>

Conclusao

Partindo das condi¢es (A5.1a) e (A5.1b) e o pressuposto que SCP1 existe no
intervalo precedente (n,m) , o Teorema 1 foi estabelecido. O Teorema 2 que se segue do
Teorema 1 mostrou que, se 0 prémio no intervalo (n,m) ¢ determinado de acordo com

a férmula (A5.3), a funcio reserva cresce em todo o intervalo e alcanca um maximo local
ao fim do intervalo. Em adi¢do, o teorema 3 mostrou que o prémio determinado de
acordo com esta formula é maior que o prémio determinado de acordo com a mesma
férmula aplicada ao intervalo precedente.

No primeiro intervalo (0, p) , a reserva inicial ¢ ¥ (0)=0 , e os Teoremas 1 e 2
podem ser obtidos da mesma forma. O Teorema 3 nio se aplica ao primeiro intervalo.
Dado que ¥ (0)=0 , o prémio SCP1 em (0, p) ¢ positivo (ver A5.3).

Segue-se por inducido que sob as condi¢oes (A5.1a) e (A5.1b), SCP1 existe para a
totalidade do intervalo de tempo do sistema de previdéncia.

Devemos enfatizar que as demonstragdes acima asseguram que as condi¢des
(A5.1a) e (A5.1b) sdo suficientes, mas ndo necessarias para a existéncia de SCP1.

Acidentalmente demonstramos que a fungdo prémio z(f) e a fungio reserva V(t)
sao ambas positivas.

Nota 1: N'(f)=B'(t)e”® . Similarmente, D'(r)=S (t)e”*
Portanto, N'(t)>0.
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Lt, ,,(N(0) = (B(n) =5V (n))e”™"

Portanto, N(¢)>0 se 6V (n) < B(n).

Nota 2: Por (A5.3) podemos observar que 7(¢) pode ser entendida como a média

ponderada de B(t)/St) ¢

I’ B(2)e:dz -V (n)e™"
AVP(z) =12

J’;S(z)e‘&dz

Em vista de (A5.2),

B(?) g J'nt B(z)e™**dz
S(1) Irj S(z)e™*dz

> AVP({)

Segue portanto que

B()
50 7(f) > AVP(?)
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APENDICE 6

APLICACAO DA DISTRIBUICAO LOGNORMAL

Facamos Y denotar o salario e z =log,y ,onde 0 <y <o ¢ —00 < z < 00 . Assumimos
que Y tem distribuicio lognormal, ou em outras palavras, Z tem distribuicdo normal.

Representemos os parametros da distribui¢io de Zpor e ¢* . A funcio densidade de
probabilidade de Z é

O (z-p)* 0O

p(z)=—F—=—exXp——75— (A6.1)
o2 %_ 20° E

Os parametros da distribui¢ao de Y podem ser expressos em termos de integrais
da distribuicao de z simplificada e expressa em termos da funcio de distribuicio normal
padrio. Por este procedimento as expressoes (5.27) e (5.28) do capitulo 5, para a média
¢ a variancia de Y, podem ser derivadas. Esses sdo resultados-padrio.

O mesmo procedimento pode ser aplicado para derivar a expressao (5.31) para a

média de Y no intervalo (y,,»,). Fagamos Z, e z, denotarem os valores correspondentes

de Z Representemos por F(Y) e G(2) as fungdes de distribuicio de Y e Z Entio,

F(y,)-F(y,) =G(z,) —G(z,) (A6.2)

A média requerida representada por A, é dada por

) jyy wp(»)dy

= (A6.3)
F(yb) - F(ya)
Substituindo a variavel Z no numerador,
J’Zb e’ p(z)dz
=2 (A6.4)

G(z,)-G(z,)
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Aplicagio da Distribui¢io Lognormal

O integrando do numerador que, em razao de (A6.1), tem a seguinte expressao

1 0 (z-u)’ . O
—eXpr——tz[J (A6.5)
o271 0 20 ]

pode ser simplificada como

1 . pD +G2D pD (z-p-0?)’ 0
X — BXPT 5 A6.6
oor T8 287 H 27 f (36.0)

Substituindo pela variavel padronizada t,

_ZTH_
O

e observando-se — ver (5.28) — que a média geral da distribuicio de Y, digamos B, é

! o)

0 o0
B=exput+—1
O 20

Segue-se que A pode ser expresso em termos de B e a funcio de distribuicio

®(¢) da normal padrio como

= 5 P01, =0) = B0, ~0)
()~ D(w,)

(A6.7)

onde

z,~ 1

— “a
Wa_

(o)

e

z,~ l
w, =2
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